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Prefácio 


A Álgebra Exterior possui numerosas e importantes aplicações à 
Geometria Diferencial, à Topologia Algébrica, à Mecânica e às Equações 
Diferenciais Parciais. Isto torna seu conhecimento bastante útil aos 
estudantes de Matemática. 

A presente introdução, restrita aos espaços vetoriais de dimensão fi- 
nita sobre os reais, visa apresentar os conceitos e resultados básicos da 
teoria de maneira objetiva e simples, independentemente de tensores e 
sem os obstáculos que derivam da inexistência de base ou das peculia- 
ridades do anel de escalares de um módulo. Para a grande maioria das 
aplicações, o caso que tratamos é suficiente. Quanto aos leitores que 
necessitem, no futuro, de uma teoria mais geral, acreditamos que a base 
aqui fornecida os orientará no sentido de discernir entre as dificuldades 
reais e os acidentes resultantes da generalidade. Tal discernimento é um 
ponto crucial na formação de todo matemático. 

Ao finalizar o estudo destas notas, o leitor poderá chegar à conclusão 
de que a Álgebra Exterior nada mais é do que a teoria dos determinantes 
e seus parentes mais próximos. Ele estará perto da verdade: trata-se 
aqui do estudo das propriedades que fazem funcionar os determinan- 
tes e da exploração inteligente dessas idéias num contexto algébrico- 
geométrico. 


Rio de Janeiro, maio de 1973. 


Elon Lages Lima 


rw 


Prefacio da segunda edicao 


A primeira edição deste livro foi publicada em 1973, sob forma de 
notas mimeografadas, para servir de texto de um curso lecionado no 
9º Colóquio Brasileiro de Matemática. Na presente edição, foram modifi- 
cadas as demonstrações da Proposição 1 do Capítulo 1 e da Proposição 2 
do Capítulo 2. Além disso, foram feitas várias correções, principalmente 
de erros tipográficos. 

Ao fazer imprimir novamente este livro, nossa intenção é divulgar um 
pouco mais amplamente o fato de que, além dos vetores unidimensio- 
nais usualmente estudados na Álgebra Linear, existem também vetores 
p-dimensionais, para todo p € N, conforme foi concebido originalmente 
por H. Grassmann. Isto permite estender o produto vetorial, comumente 
considerado apenas para dois vetores em R°, de modo a tê-lo entre p ve- 
tores quaisquer em R”. Tal extensão conduz naturalmente à importante 
e fértil dualidade entre p-vetores e (n — p)-formas ou, entre p-vetores e 
(n — p)-vetores quando se tem um produto interno. 

Essas interessantíssimas idéias, provindas do gênio criativo de 
Grassmann, são de grande utilidade em vários ramos da Matemática 
e de suas aplicações. Por isso cremos que elas devem ser divulgadas, 
com uma exposição elementar e elucidativa como cremos ser a que 
apresentamos aqui. 

Esperamos que este pequeno livro possa contribuir para preencher 
uma lacuna que existe na formação básica de nossos estudantes de Ma- 
temática. 


Rio de Janeiro, abril de 2005. 


Elon Lages Lima 


Terminologia e Notações 


A expressão espaço vetorial significará sempre espaço vetorial de di- 
mensão finita sobre o corpo dos reais. 

Usaremos aplicação linear e transformação linear como sinônimos. 
A imagem de um vetor v € E por uma transformação linear T: E > F 
será denotada por T-v ou Tv ou T(v). 

Uma transformação linear T: E > E, de um espaço vetorial em si 
mesmo, será chamada um endomorfismo. As vezes nos permitiremos o 
pleonasmo endomorfismo linear. 

Chamaremos ora forma linear, ora funcional linear a uma trans- 
formação linear f: E — R, isto é, um elemento f € E* do espaço dual 
E". 

A base canônica do espaço R” é formada pelos vetores ei—(1,0, ..., 0), 
es =(0,1,...,0),...,em = (0,...,0,1). 

Sejam (e;Jier e (w;)je bases dos espaços vetoriais E e F respectiva- 
mente. À matriz de uma transformação linear T: E — F relativamente 
a essas bases é a = (a A onde í € I e j € J. Ela é definida pelas 
igualdades T- e; = 2 a. Wi, para todo j € J. Frequentemente tem-se 


PS Re E = = {1,2,...,n}. Neste caso, a se diz uma matriz 
nxm. Encontraremos no texto leanne matrizes a = (af) cujos indices 


assumem valores não-numéricos. 
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Permutações e Sequéncias 


Seja X um conjunto. A composta de duas aplicações f,g: X—X é a 
aplicação fog: X > X, definida por 


(fog) = f(g(&)), vexX. 


A composição é uma operação associativa no conjunto F(X) das apli- 
cações de X em si próprio. A aplicação identidade id: X>X é o ele- 
mento neutro dessa operação. 

Uma permutação de X é uma bijeção o: X — X, ou seja, uma 
aplicação o € F(X) tal que, para cada y € X existe um único x € X 
com g(x) = y. Cada permutação o: X — X admite portanto uma 
inversa ot: X — X, definida pela condição 


o~ (y) =x & a(z) =y. 


log=c007! =id. 


Segue-se que o conjunto das permutações de X, munido da operação 
de composição, constitui um grupo, chamado o grupo das permutações 
de X, ou o grupo simétrico de X, que indicaremos por S(X). 


Tem-se o” 


Quando X é finito e possui m elementos, o grupo das permutações 
de X tem m! = m(m — 1)...2. 1 elementos. 
Usaremos a notação 


Tog = Ad ea 


para indicar o conjunto dos inteiros positivos de 1 até m. O grupo das 
permutações do conjunto Im será representado pelo símbolo Sm. Ele é 
chamado o grupo simétrico de m objetos ou o grupo simétrico de grau m. 
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Seja m > 2. Uma permutação T E€ Sm chama-se uma transposição 
quando existem inteiros a £ b em Im tais que T(a) = b, r(b) = a e 
T(i) = i para i É {a,b}. Quando 7 é uma transposição, tem-se 72 = id, 
isto é, rT! =r. 


Proposição 1. Toda permutação o € Sm pode ser escrita como produto 
0 =T1T...T, de transposições. Esta expressão não é única, mas a pari- 
dade do número k é: seo puder ser escrita como produto de um número 
par (respect. ímpar) de transposições, qualquer outra decomposição de o 
como produto de transposições conterá um número par (respect. ímpar) 
de fatores. 


Demonstração: Provaremos por indução em m que toda permutação 
o E€ Sm (m > 2) é um produto de transposições. Isto é óbvio para 
m = 2. Suponhamos, portanto, que m > 2 e que o resultado foi de- 
monstrado para Sm-1. Dada o € Sm, se por acaso for o(m) = m então 
o(Im-1) C Im-1 € a restrição cg” = o|Im—1 deo a Im—1 é uma permutação 
o! € Sm-1. Pela hipótese de indução, o! = TITA... T}, é um produto de 
transposições T! E€ Sm-1. Cada 7; se estende, de modo natural, a uma 
transposição 7; E Sm, com T;(m) = m. Então será o = m72...Tk. Caso, 
porém, seja o(m) = n, n < m, consideraremos a transposição T E€ Sm 
dada por T(n) = m. Teremos rg(m) = m. Como acabamos de ver, 
isto implica To = T1 T2... Tg, um produto de transposições. Segue-se que 
O =TT1T2...T, € à afirmação feita está demonstrada. 

Provaremos agora a segunda parte da Proposição 1. Inicialmente, a 
cada polinômio p = p(z',...,2’”), em m variáveis, e a cada permutação 
o € Sm, associemos o novo polinômio op tal que 


(op)(x!, a dio = (x7), = x), 


É claro que para quaisquer p,o € Sm, vale (po)p = plop). 
Em seguida, consideremos o polinômio especial P = P(a',...,x™), 
definido por 
Pio 63.68") = le — x), 
i<j 
Então 
(Pitt [0 = aoi), 
i<j 
Como se vê facilmente, tem-se oP = +P, seja qual for o € Sm. A 
cada permutação o € Sm corresponde então o número e, = +1 (cha- 
mado o sinal de o), definido pela igualdade oP = co - P. 
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De (po)P = p(o P) resulta que Egg = Ep ' Eo. 

Vamos mostrar que £+ = —1 seja qual for a transposição 7. 

Ora, toda transposição T = (i,j) é o produto de um número ímpar 
de transposições do tipo (k,k + 1) pois, a fim de trocar as posições dos 
dois números 7 < j na sequência 1,2,...,m, basta fazer i pular, um a 
um, os números desde i + 1, até ficar logo após j (dando j — i pulos) e 
depois j dar j — i — 1 pulos para trás, a fim de ficar no lugar onde estava 
i anteriormente. Total: 27 — 24 — 1 pulos, portanto 7 = (i, j) é o produto 
do número ímpar 27 — 24 — 1 transposições do tipo (k, k + 1). 

Assim, basta mostrar que £+ = —1 quando 7 = (k,k + 1). 

Com efeito, temos 


(PW ve") = | Fort —a™). 
i<j 
Se i < k então T(i) =i e T(j) > k (pois i < j) portanto T(i) < T(J). 


Analogamente, se j > k + 1, vale ainda T(t) < T(J). 
k+l pk = grk) _ pr(k+1) 


Portanto x g =g é o único fator do produto rP 
cujo índice do primeiro termo, z¥t!, é superior ao indice do segundo 
termo, 2º. Logo z7) — T+) = [gt — qt+ e daí 

a 16 — 77) = — II (x7 — 779) = —P. 
i<j T(t)<r(9) 
Concluindo: se o = T172...T& ENtÃO Eg = En “€88 '... En, = (—1)*, 


portanto a paridade de k depende apenas de o mas nao da maneira de 
decompor esta permutação num produto de transposições. 


Diremos que uma permutação o € Sm é par quando ela for o produto 
de um número par de transposições e ímpar no caso contrário. Usaremos 
o símbolo es para representar o sinal, ou a paridade da permutação o: 
Eg = 1 seo for uma permutação parece, = —1 seo for ímpar. 

Evidentemente, o produto de duas permutações pares é par, O pro- 
duto de duas ímpares também é par, o produto de uma par por uma 
ímpar é ímpar e a inversa de o tem a mesma paridade que o. Estes fatos 
se traduzem pelas igualdades: 


Esp = Eg Ep, Eg- = Eo: 
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Uma segiiência de r elementos em Im é uma aplicação (s): I, — Im. 
Indicaremos uma tal sequência com a notação 


(s) = (ir, oe sbi le 


Assim sendo, ip E€ Im é o valor da aplicação (s) no ponto k € I,. Em 
particular, a igualdade 


(i1,. . ste) = (Fay: . sade) 


significa que i1 = J1,..-,%p = jr. 

Existem m” seqüências de r elementos em Im. 

Diremos que a sequência (i1,...,ir) tem repetições quando existirem 
a + bem I, tais que ia = ip. 

Deve-se distinguir cuidadosamente uma sequência (i1, ... , ir) do con- 
junto {i1,...,7,} que ela determina. Em termos precisos, o conjunto 
{i1,...,%r} é a imagem (ou conjunto dos valores) da aplicação (s) = 
(i1,...,iy). Quando a seqiiéncia (à4,...,ir) tem repetições, o conjunto 
[i1,...,ir+, malgrado a notação, possui menos de r elementos. Além 
disso, mesmo quando a sequência (iy,...,ir) não tem repetições, para 
qualquer permutação o € S, o conjunto (is(1),---» io(r)) é O mesmo, en- 
quanto que as seqiiéncias (i5(1);---» io(r)) são diferentes para diferentes 
valores de o. (Se a primeira sequência é (s), a segunda será (s) 0 0.) 
Assim, por exemplo, {1,3} = {3,1} mas (1,3) (3,1). 

Dado um subconjunto J C Im, escreveremos 


T= {i <ig << ir} 


para indicar que a numeração dos elementos do conjunto I foi escolhida 
de modo a preservar a ordem crescente dos números inteiros que o cons- 
tituem. 

Uma sequência (s) com r elementos, sem repetições, em Im é univo- 
camente caracterizada por um subconjunto I = {i1 <---<i,} C Im € 
uma permutação o € Sp, de modo que 


Cap. 1 Permutações e Seqiiências 
Como o conjunto Im = {1,2,...,m} possui 


r) r 


C) = at ee ea 


subconjuntos com r elementos, concluimos que existem precisamente 


r 


C) -rl=m(m-—1)...(m—r4+1) 


seqtiéncias de r elementos, sem repetições, em Im. 
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Aplicações Multilineares 


Sejam £),...,E,, F espaços vetoriais. Uma aplicação 
f: Ba x xE, >F 


chama-se r-linear quando é linear separadamente em cada uma das 
suas variáveis. Isto significa que, dados arbitrariamente vı E€ Ey,..., Ui, 
wi E€ Ei,..., Ur E Er eA E R, tem-se: 


f(v,- -Vi + Wir... , Ur) = f Wig Ui Úr) EF Oi ong Wiz... Ur) 


e- Mies AUi tp) SS Ac f (Uere Vias Ur): 


Para r = 1, uma aplicação 1-linear é simplesmente uma aplicação 
linear f: E, > F. Quando r = 2 e r = 3, uma aplicação r-linear 
chama-se, respectivamente, bilinear e trilinear. 

Indicaremos com £L(E1,...,E,;F) o conjunto das aplicações r-linea- 
res f: Ea x --- x E, > F. A soma de duas aplicações r-lineares e o 
produto e uma aplicação r-linear por um escalar são definidos, de modo 
natural, pelas igualdades: 


(f +9)(v1,---,;Ur) = f(v1,.--, Ur) +9(U1,---; Ur) 


(Ad Nuts cet) Ass (Usos Ur) 

Verifica-se facilmente que se f,g € L(E1,..., Er; F) e A € R então 
ftg, Af € £(Ea,...,E,; F). Estas duas operações dao ao conjunto 
L(Ey,..., Er; F) uma estrutura de espaço vetorial. A principal finalida- 
de deste capítulo é determinar uma base desse espaço vetorial a partir 
de bases dadas nos espaços E; e em F. 
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Quando E, = --- = E,, escreveremos L, (E; F) para indicar o espaço 
vetorial das aplicações r-lineares f: E x --- x E > F. Por abuso de 
linguagem, as chamaremos aplicações r-lineares de E em F. 

Em particular, Ly (E; F) = L(E; F) é o espaço das aplicações lineares 
de E em F. Quando r = 1 e E = F, escreveremos £(F) em vez de 
L(E; E). 

Quando F = R (corpo dos reais), as aplicações r-lineares f: Ey x 
<- X E, — R chamam-se formas r-lineares. Em particular, o espaço 
L(E; R) = E* das formas lineares em E chama-se o espaço dual de E. 

Recordamos que se € = (e1, . . . , €m) é uma base ordenada em E, sua 
base dual €* = (e',...,e™) é constituida pelas formas lineares ei: E > 
R caracterizadas pela propriedade seguinte: e’(e;) = 1 e e!(e;) = 0 se 


ij. 


Uma aplicação r-linear f: E, x --:x Ep — F pode ser pensada 
intuitivamente como uma maneira de “multiplicar” os “fatores” uí € 
E\,...,v, E Er, obtendo como “produto” o elemento f(v1,..., Ur) €F. 


As igualdades que definem a r-linearidade de f exprimem a distributi- 
vidade dessa multiplicação e a homogeneidade relativamente a escalares 
AER. 


Exemplos: Apresentamos, a seguir, uma lista de exemplos de aplicações 
multilineares. Em cada caso, a verificação da r-linearidade é uma tarefa 
simples, deixada a cargo do leitor. 


1) A multiplicação de números reais f: R x R — R, f(x,y) = ry é 
bilinear. Mais geralmente, é r-linear a aplicação g: Rx --.xR > R, 
definida por g(£1,..., r) = 73 T9 i... Er. 


2) Dado um espaço vetorial E, a multiplicação de um escalar por um 
vetor, ou seja, a aplicação f: Rx E > E, f(A,v) = A -u, é bilinear. 


3) Sejam E, F, G espaços vetoriais. A composição de aplicações lineares 
fornece uma aplicação bilinear f: L(F, G) x L(E; F) > L(E;G), onde 
f(B,A)= BoA. 


4) Sejam E, F espaços vetoriais. A “avaliação” de uma transformação 
linear A: E > F num vetor v € E fornece uma aplicação bilinear 
f: L(E;F) x E > F, dada por f(A,v) = A(v). No caso particular 
de F = R (corpo real) temos f: E* x E >R, dada por f(p,v) = (v). 


5) Produto tensorial de formas lineares. Dados os espaços vetoriais 
E,F e as formas lineares f € E*, g € F*, definimos uma forma bili- 
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near f-g: Ex F — R, chamada produto tensorial de f por g, pondo 
(f - g)(u,v) = f(u) - g(v). Mais geralmente, dadas r formas lineares 
fl € Ej,...,f” e Et, obtemos uma forma r-linear f = f!.f2..... 
f’: Eix: -x E, — R pondo f (v1, v2,..., Ur) = ftv) f? wa)... f (ur). 
Isto nos fornece um modo de obter formas multilineares a partir de for- 
mas lineares. Deve-se observar que o produto tensorial não é comutativo: 
dadas f,g € E*, tem-se f.g+9g- f em geral. 


6) Não somente cada produto ft- f2..... f” é r-linear como também a 
própria aplicação P: Ef x Eš x --- x Ef — £(E1,..., Er;R), definida 
por P(f', f?,...,f") = ft: f?-...-f", é r-linear, como se verifica sem 
dificuldade. 

7) Dados os vetores x = (z!,...,2™) ey = (yl,...,y”) em R”, seu 
produto interno é definido por (x,y) = Da'y'. O produto interno é 
exemplo de uma forma bilinear q: R™ xR” — R. Considerando a base 
dual €* = (el,...,e”) da base canônica de R™, temos y = De! - et, onde 


e - e significa, como no Exemplo 5, o produto tensorial da forma eê por 
si própria. 

8) Ao contrário do que ocorre com transformações lineares, dada uma 
aplicação r-linear f: Fy x --:x E, > F, sua imagem f(E, x --- x Er) 
pode não ser um subespaço vetorial de F. Como exemplo dessa situação, 
consideremos a aplicação bilinear 


P: (R?)* x (Rº)* > Lo(Rº;R), 


que associa, a cada par de funcionais lineares f,g € (R2)* seu produto 
tensorial P(f,g) = f - g. (Vide Exemplos 5 e 6.) Dada a base canônica 
(el, e?) em (R?)*, as formas e! - el e e? . e? pertencem à imagem de P. 
Mostremos agora que sua soma e! - e! + e? - e? não pertence à imagem 
de P. Com efeito, se existissem formas lineares f,g € (R?)* tais que 
el.elrel.e2 = f.g então seria f(e1) - g(e1) = f(e2) - g(e2) = 1 (logo 
f(e1) #0 e g(eo) £ 0) enquanto f(e1) - g(e2) = 0, um absurdo. 
Proposição 1. Sejam E),...,E,, Fi,...,F's,G espaços vetoriais. A 
aplicação 


T: Ly x05 Br, Pigs sep LG) => L(Ei;-- -Er © @ i, i Fa GC); 
definida por 


(TI tias tr) (Wisse Ws) = S (U r Wp Wg); 
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é um isomorfismo. 
Demonstração: Basta observar que T é linear, e que a aplicação linear 
S: L( Eigse; Er EP ei FG) — El Bj . ca Ep Piye . , Fa; G), 


definida pondo-se, para cada g: Ejx--:xE, — L(F1,...,F5:G) r-linear, 


CO) Diy ic es des tos) = [oO ass Op) (Wi Ws), 


é inversa de T. 


Corolário 1. Dados os espaços vetoriais E, F, a aplicação 
T: Lr4s(E; F) > £,(E;L£5(E; F)), 
definida por 
(TF) tity 4a (Wi Ws) = f Ui rW Wa); 


é um isomorfismo. 


Corolário 2. Se dim E, = mı,..., dim E, = m, e dim F = n, então 
dim L(E1,..., Er; F) = ma mo... men. 


Com efeito, sabendo que dim L(E; F) = dim E - dim F, basta notar 
que €(Ea,..., Er; F) = L(E1; £(Eo,..., Er; F)) e usar indução sobre r. 

Como o isomorfismo T acima foi definido independentemente de es- 
colhas arbitrárias, diremos que ele é um isomorfismo canônico. 

A partir de agora, consideraremos apenas aplicações r-lineares 
f:Ex.-.-x E — F, cujas variáveis estão no mesmo espaço vetorial 
E. Este será o único caso que aparecerá nos capítulos seguintes. O 
leitor não terá dificuldade alguma em estender as proposições abaixo ao 
caso geral. 


Proposição 2. Sejam E, F espaços vetoriais e S C E um conjunto de 
geradores. Se duas aplicações r-lineares f,g: E x --: x E — F são tais 
que f(v1,...,Ur) = g(v1,...,Vr) para quaisquer v1,...,v, E S, então 
f=3. 

Demonstração: (Indução em r.) A proposição é óbvia quando r = 1. 
Supondo válida para r, sejam f, geL (E; F) tais que f(vi,...,Vr41) = 
g(v1,.--,Ur41) quando v1,...,Ur41 E€ S. Fixemos um vetor arbitrário 
v € E e definamos f',g'€L,(E; F) pondo f'(vi,...,ur)=f(vi,...,Vr,U) 
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e g'(v1,..., Ur) = g(U1,-..,Ur,v). Então f’ e g' coincidem quando as 
r variáveis estão em S logo, pela hipótese de indução, f’ = g’. Isto 
quer dizer que f(v1,...,Ur,v) = g(v1,...,Vr,;V) quaisquer que sejam 
U1,---,Ur,u E E, ou seja, f =g. 

Proposição 3. Sejam E = (e1,...,€m) uma base ordenada de um 
espaço vetorial E e E* = (e',...,e™) sua base dual. Para cada segiiência 
(s) = (i1,...,ir) de r inteiros em Im, consideremos o produto ten- 
sorial e) = en ce... e, As formas r-lineares e) constituem 


uma base do espaço vetorial L,(E; R). As coordenadas de uma forma 
r-linear f: E x -x E — R relativamente a essa base são os números 


Cis) = Í (eis soz Jein) (s) = (ii, sea ip). 
Demonstração: Segue-se da definição de produto tensorial de formas 
lineares que, para cada (s) = (i1,...,%,) tem-se 


en se)=1 e el) (ejr... ej) =() 


se (s) sé iy es ss) 

Por conseguinte, dada arbitrariamente f € L,(E;R), pondo Gs) = 
f(ei,...,ei,) para cada (s) = (i1, .. . , ip) e considerando a forma r-linear 
Ed Ce) (soma estendida a todas as seqiiéncias (s) de r inteiros 

(s) 


em Im), vemos que g(e;,,...,ei;,) = Qs) = f (ei, --, €i ) quaisquer que 
sejam e;,,...,e;, E E. Segue-se da Proposição 2 que f = g. Isto prova 
que toda f € L,(E;R) é combinação linear das e). Como há m” 
sequências (s) e esta é a dimensão de L, (E; R), concluimos que as formas 
r-lineares el) constituem uma base do espaço L,(E;R). 


Proposição 4. Sejam E, F espaços vetoriais. Dada uma base ordenada 


E = (e1,...,em) em E, façamos corresponder a cada segiiência (s) = 
(i1,...,iy) de r elementos em Im um vetor (arbitrariamente escolhido) 
ws) E F. Existe uma única aplicação r-linear f: E x- x E > F tal 
que f(€i,,---,€i,) = Ws) para cada (s) = (i1,...,ir). 


Demonstração: A unicidade de f decorre da Proposição 2. Para de- 
monstrar a existência, definamos f por 


Pitas pis Dm, cs Up)W(s); 
(s) 


a soma estendendo-se a todas as sequências (s) de r inteiros em Im. 
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Proposição 5. Sejam E,F espaços vetoriais. Dadas bases ordenadas 
E = (€1,...,;€m) em E e F = (w,...;wn) em F, consideremos, para 
cada par ((s),k), onde (s) é uma segiência de r inteiros em Im e1 < 
k <n, a (única) aplicação r-linear FO: Ex.--x E —F tal que 


O emo...) ei.) = WE se (8) = (sençõe) 


er se)=0 se (8) (hi) 


As aplicações r-lineares Fo constituem uma base do espaço vetorial 
L,(E; F). As coordenadas de uma aplicação r-linear arbitrária f: E x 
-x E — F relativamente a esta base são os números E definidos 


por f (éire nóis) = DG) We 
k 


Demonstração: Sabemos que dim L,(E; F) = m”.n. Como exis- 
tem precisamente m” - n pares ((s),k), basta demonstrar que as apli- 
cações r-lineares fo (cuja existência é assegurada pela Proposição 4) 
geram o espaço L,(E;F). Ora, dada arbitrariamente f € L(E;F), 


para cada sequência (s) = (iy,...,ir) de r inteiros em Im, O vetor 

f(ei,...,e;;) E€ F se escreve como combinação linear dos elementos 

da base F: f(ei,.. é) 5), Clay Wk- Consideremos agora a aplicação 
k 


r-linear g= 5,6 é ) (a), a soma sendo estendida a todas as sequências 
s), 


(s) e a todos os inteiros k € In. É imediato que, para toda seqüência 
(s) = (i1,..., ir), temos g(e;,,...,e;,) = f(ei,,---,e;,) donde, pela Pro- 
posição 2, concluímos que f = g, isto é, que f é combinação linear das 


aplicações FO. Isto conclui a demonstração. 


Exercícios 
1. Prove que se g: F > G é linear e f: Ey x--- x E, — F é r-linear, 
então go f: E1 x---x Er — G é r-linear. 


2. Sejam fi: E1 > FPF... fr: Er > Fr lineares e g: Fi xx Fr > 
G r-linear. Prove que y = g(fi,..., fr): Ea X- x Er >G, 
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definida por y(v1,...,vr) = g(fi(vi),..., fr(vr)), é r-linear. Prove 
também que, fixada g, a aplicação L(F14, F1) x --- x L(Er, Fp) > 
L(E\,..., Er; F), dada por (fi,..., fr) g(fi,..., fr), é r-linear. 
Qual dos exemplos do texto é um caso particular desta situação? 


. Seja f: E*x E — R a aplicação de avaliação. (Exemplo 4.) Consi- 


dere o isomorfismo canônico T: L(E*, E; R) > L(E*; E*). Mostre 
que T(f) = id e que, dada g € L(E*, E; R), tem-se T(g) invertível 
se, e somente se, g cumpre a condição seguinte: g(v*,v) = 0 para 
todo ve E => vt=0. 


. Prove que se dim E = m então La(E;R) é isomorfo (de maneira 


não-canônica) ao espaço vetorial M(m) das matrizes reais m x m. 
Determine todos os elementos de L,(R;R). 


S 


S 
« Prove què MM 25... 92-3 1] F) ~ [| ME, css Er Eo). 


j=l j=l 


. Diz-se que f € L, (E; F) é uma aplicação r-linear universal quando 


dim F = (dm E) e f(E x --. x E) gera F. Prove as seguintes 
afirmações: 


(a) f é universal se, e somente se, existe uma base E = (€1,...,€m) 
em E tal que as imagens f(e;,,...,ei;,), onde (i1,...,ir) per- 
corre todas as sequências de r elementos em Im, constituem 
uma base de F. 


(b) f é universal se, e somente se, a condição (a) se cumpre para 
qualquer base de E. 

(c) A aplicação P: E* x --- x E* > L(E*;R), do Exemplo 6, é 
universal. 

(d) A aplicação f: E* x E > L(E), definida por f(v*,v) -x = 
v*(a) - v, é universal. 

(e) Se f: Ex E > F é universal então, para cada g: E x E > G 
bilinear, existe uma única q: F — G linear tal que gs go f. 

(f) Se fi: Ex E> F e fo: E x E — Fo sao universais, então 
existe um único isomorfismo q: Fá > Fo tal que yo fi = fo. 


7. Uma aplicação bilinear f € Lo(E; F) chama-se simétrica quando 


f(u,v) = f(v,u) para quaisquer u,v € E e anti-simétrica quando 
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10. 


11. 


12. 


13. 


f(u,v) = —f(v,u) quaisquer que sejam u,v € E. Prove que 
as aplicações bilineares simétricas e anti-simétricas formam sub- 
espaços vetoriais de Lo(E; F), indicados respectivamente com as 
notações So(E; F) e As(E; F). Prove que Lo(E; F) = So(E; F) ® 
Ao(E; F). Mostre que dim S2(E; F) = mm) xn, e dim A (E; F) = 


2 
mim) vm, onde m = dim E e n = dim F. 


. Mostre que se f,g: Ex E > F são aplicação bilineares simétricas 


tais que f(u,u) = g(u,u) para todo u € E então f = g. 


. Determine sea soma s: Ex E > E, s(u,v) = u +v, e a avaliação 


a: L(E;F) x (E x E) > F, a(f,u,v) = f(u,v), são aplicações 
lineares ou multilineares. 


Seja S = (v;);icr uma família de geradores de E. Para cada (i, j) € 
I x I, tomemos w;; E F. Prove que existe uma aplicação bilinear 
f: Ex E > F tal que f(v;,v;) = wi para todo (i,j) E€ Ix I 


se, e somente se, toda relação 5) A;v; = 0 implica 5, A;wij = 0 e 
i€l iel 

X Aitúji = 0 qualquer que seja j € T. 

se] 


Sejam Ea,..., Ep, F espaços vetoriais e, para cada i = 1,...,7, 
seja L; C E; uma família linearmente independente. Para cada 
seqiiéncia (s) = (€;,...,6) com e € Ly,..., €i, E Lr, Seja wis) 
um vetor escolhido arbitrariamente em F. Existe uma aplicação 
r-linear (não necessariamente única) f € L(E1,..., Er; F) tal que 
“(ei ein) = Wis) para todo (s). 


Defina o produto tensorial de f € L(E;R) por g € Ls(E;R) 
como a forma (r + s)-linear f -g E€ Ls(E;R) dada por (f - 
ham, cota) = f(V1;---30r) > 9(fr41;::-;Ur4}s)- Prove que 
P: £,(E;R)x £s(E;R) > Lr+s(E; R), definida por P(f,9) = fg, 
é bilinear e que, se (y!,..., P), (Y1, ..., Y1) são bases ordenadas 
em L,(E;R) e Ls(E;R) respectivamente, então os produtos ten- 
soriais yf -yf (1 < i < p, 1 < j < q) constituem uma base em 
Lr4s(E; R). 


Indicando com (ei, e2) e base canônica de R? e com (a1, a2, a3, a4) a 
base canônica de Rº, seja f: R? x IR — Rº a aplicação bilinear tal 
que f(e1,e1) = a1, f(e1,e2) = a2, f(e2,€1) = a3 e f(e2,e2) = au. 
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Prove que um vetor 2 = (z1, z?, z3, 2^) E Rº é da forma z = f(z, y) 
se, e somente se 2124 = 2223, Conclua que a imagem de f gera mas 
não coincide com R*. Em particular, f(R? x R?) não é subespaço 
vetorial. 
14. Sejam dim E = m, dim F = m?, (e1,...,em) uma base ordenada 


de E e {wi;; (i, j) € Im X Im} uma base de F. Seja f: Ex E > F 


m oe 
a aplicação bilinear tal que f(e;,e;) = wij. Dado z= 5) CY wi; 
ij=l 
em F, prove que z é da formaf(z, y), x,y E€ E, se, e somente se, a 
matriz (CJ) tem posto < 1. (O posto de uma matriz é o número 


máximo de colunas linearmente independentes.) 
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Aplicações Multilineares 
Alternadas 


Uma aplicação r-linear f: E x--- x E — F chama-se alternada quando 


f(v1,...,Urp) = 0 sempre que a seqiiéncia (v1,...,vr) tiver repetições. 
Ou seja: 

fa, see Vi—1; U, Vi41,--- > Uj—-1, U, Vj+1, sai atp) = 0, 
quaisquer que sejam v1,..., Ur, v E E. 


A fim de que f € £L,(E; F) seja alternada é necessário e suficiente 
que f seja anti-simétrica, isto é, que 


J Vigacas Vigeosg Usa) = SY (Oleas Uyat Dia) 


para quaisquer v1,..., Ur E E. 
Para provar isto, escrevamos, por simplicidade, 


POIs erst: gUn Br) = plut): 
Então f alternada implica: 
0 = p(u +v, u +v) = p(u,u) + (u,v) + (v, u) + p(v, v) 
= plu, v) + plv, u), 


donde y(u, v) = —y(v,u), de modo que f é anti-simétrica. 
Reciprocamente, se f é anti-simétrica, então (v, v) = —ọ(v,v), e 
daí 2 - p(v, v) = 0, logo (v, v) = 0 e f é alternada. 
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Indicaremos com a notação A,(E;F) o conjunto das aplicações 
r-lineares alternadas f: E x--.x E > F. E fácil ver que A-(E; F) 
é um subespaço vetorial de L (E; F). 


Exemplos: 


1) Toda aplicação linear f: E > F é trivialmente alternada, já que 
não é possível violar a condição de alternabilidade. Assim, A (E; F) = 
L(E; F). 


2) Se f:R x --x R > Fé r-linear então f(t1,...,t-) = ti- te: 

tr- v, onde v = f(1,...,1) € F. Portanto, quando r > 1, f só pode 
ser alternada se v = 0, isto é, se f for indenticamente nula. Assim, 
A- (R; F) = 0 para r > 1. 


3) A aplicação bilinear f: R? x R? — R, definida por f(u, v) = utv? — 
u’v', onde u = (ut, u?) e v = (vt, v?), é alternada. Considerando a base 
canônica (et, e?) em (R?)*, temos f = et. e? — e2. el. Mais geralmente, 
sejam quais forem as formas lineares g, h € (IR?)*, a forma bilinear f = 
g:h— h- g é alternada. 


4) Seja f: R? x R3 — R? o produto vetorial: f(u,v) =u x v. Conside- 
rando a base canônica (ei, ea, ea) em R3, f é definida (vide Proposição 4, 
Capítulo 2) como a aplicação bilinear tal que e; xe; = e2 X eg = €3 X €3 = 
0, €1 X€2 = —€5XxX€1 = €3, €2X€3 = —eg XEQ = €1, €3X€1 = —€i1 X€3 = €2. 
Daí resulta que, para u = (ul, u2, u?) e v = (vt, v?, v3) arbitrários em 
R3, tem-se: 


f(u,v) = u x v = (ute, + u7e2 + utes) x (vley + v2eo + vies) 


(uv? — uiv?)ey + (uv! — ul? eg + (utv? — u? v1 Jeg 


= (u2v? — u3v?, uv! — ulv’, ulw? — ut). 


Vê-se imediatamente que f(u,u) = 0 para qualquer u € RÌ, logo f é 
alternada. 


Proposição 1. Seja f: Ex --. x E — F r-linear alternada. Se 
U1,..-,Up E E são linearmente dependentes, então f(v1,..., Up) = 0. 


Demonstração: Sendo os vetores v1,...,vr linearmente dependentes, 


um deles, digamos v;, é combinação linear dos anteriores: vj = >, alv;. 
j<i 
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Segue-se que 
I Big coy Oh) = Fse) GE oeat) 
j<i 


= eps E =O, 


j<i 


pois f é alternada. 


Observação: A Proposição 1, apesar de sua simplicidade, fornece um 
critério útil para testar a independência linear de r vetores v1,..., Ur E 
E. Se existir alguma aplicação r-linear alternada f: Ex---x E > F tal 
que f(v1,..., Ur) £ 0, então v1,..., Ur serão linearmente independentes. 
Isto indica também que obter uma aplicação multilinear alternada não 
identicamente nula é uma tarefa não inteiramente trivial. 


Corolário. Se r > dim E então W, (E; F) = 0 seja qual for F. 


Sejam E, F espaços vetoriais. Uma permutação o € S, induz um 
endomorfismo linear no espaço vetorial L, (E; F). Indicaremos tal endo- 
morfismo com o mesmo símbolo o e definiremos 


o: L(E;F) > L,(E; F) 


como a aplicação que associa a cada f € L, (E; F) uma aplicação r-linear 
of €L,(E; F), dada por: 


(of)(v1, es , Ur) = Foa) eae , Us(r)), 


U1,--.,Up € E arbitrários. É imediato verificar que o f é ainda r-linear, 
que o(f +g) =of +oge que, set ER, o(t- f) =t- (cf). 
Verificaremos agora que, dadas as permutações g, p E Sr e a aplicação 
r-linear f € £,(E; F), tem-se o(pf) = (op) f. 
Com efeito, dados arbitrariamente v1,...,v, E€ E, escrevamos, para 
cada à € Ip, wi; = Vo(i)- Então wy) = Vop(i): Logo: 


c(of)(n. . or) = (PF) Wo0): oi) = (ef) (wi... Wr) 
= fwa» Eri , Wp(r)) - Í (ús; et , Uop(r)) 
= [lop) fwi,- vr). 


Em particular, para quaisquer cg € S, e f € L (E; F) vale c t(g f) = 


(o lo)f = f. O endomorfismo o: L,(E;F) — L,(E;F) é, portanto, 


invertível, seu inverso sendo induzido pela permutação o~!. 
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Uma aplicação r-linear f € L,(E;F) é anti-simétrica se, e somente 
se, para toda permutação o € S, e toda sequência de r vetores v1, ..., Up 
em E, vale: 

(voa) sae ,Uo(r)) = Eg : f~, sae ie. 
onde es é o sinal da permutação o. (Vide Capítulo 1.) 

Em outras palavras, f € A,(E;F) se, e somente se, f é r-linear e 
f =£: of para toda o € Sp. 

Com efeito, se f é anti-simétrica e 7 € S, é uma transposição, então 
Tf = —f por definição, o que significa f = €+- Tf. Como toda per- 
mutação o é um produto o = T4 ...Tk de transposições, temos 


ot=(mnmcccmf=n(r(miD)=(-If=e-f 


Reciprocamente, se f=e,:- of para toda c€S,, em particular 7f= — f 
para toda transposição 7, logo f é anti-simétrica. 

A fim de obter aplicações r-lineares alternadas, introduziremos o 
operador de anti-simetrização. Trata-se de um endomorfismo linear 


A: Lr(E; F) — £L, (E; F), definido por 
Af=D eco, feL(E;F). 
ES, 


Assim, por exemplo, dada f € Lo(E; F), temos 
(A ` Pu, v) = f(u, v) E f(v, uu). 
Se fe L3(E; F) então: 


(A- f)(u, v, w) T f(u, v, w) — f(u, w,v) + f(w, u,v) 
— f(w,v,u) + f(v,w,u) — flv, u, w). 


Antes de examinar algumas propriedades do operador A, observemos 
que se p E€ S, é uma permutação fixada, quando o varia entre todas as 
permutações em S,, o produto po assume uma, e uma só vez, cada 
valor em Sp. (Isto quer dizer que a aplicação o +> po é uma bijeção de 
Sr.) Assim sendo, vale a igualdade abaixo, que será utilizada em alguns 
argumentos do texto: 


S co: of = Y epropf=A-f. 


o€S, cESr 
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Proposição 2. Seja fe L,(E; F). Então: 


(a) A- f € W(E; F); 
(b) f é alternada se, e somente se, A- f =r!f; 
(c) Se existe uma permutação ímpar p E€ S, tal que pf = f então 


A-f=0. 


Demonstração: 


(a) Para qualquer permutação p € S,, temos 
p(A-f) =p eo of) =) copof=e,'D Epa pot = Ep Af 


e portanto A - f é alternada. 

(b) Se fe A(E;F) então es -gf = f para toda o € S,, de modo que 
A- f =r!f. Reciprocamente, se A: f = r!f então f = 1A “f= 
A(4 f), logo f é alternada, pela parte (a) demonstrada acima. 


(c) Finalmente, se tivermos pf = f com £p = —1, então 


A-f= Sl eo-of =) ccopf=-D espropf=-A-f, 


e portanto A- f = 0. Isto conclui a demonstração. 


Corolário. O operador A de anti-simetrização aplica L (E; F) sobre o 
subespaço M, (E; F) das aplicações r-lineares alternadas. 


Mostraremos a seguir (Proposição 3) que, tomando a base de L,.(E;R) 
obtida na Proposição 3, Capítulo 2, e anti-simetrizando seus elementos 
obteremos essencialmente uma base de A, (E; F). (“Essencialmente” sig- 
nifica que basta anti-simetrizar alguns elementos da base de L,(E;R). 
Se anti-simetrizarmos todos não obteremos uma base porque vão ocorrer 
elementos repetidos, com o mesmo sinal ou com sinal trocado.) 

Consideremos então um espaço vetorial E e a aplicação r-linear 
P: E"x...x E* > £,(E;R) que associa a f',..., f” € E* seu produto 
tensorial P(f!,...,f") = fl. f? +... f”, conforme definido no Exem- 
plo 5, Capítulo 2. Compondo P com o operador A de anti-simetrização, 
obtemos a aplicação r-linear 


p=AoP: E*x.--.x E*SA(E;R). 
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Dadas f!,...,f” € E*, temos assim: 


E a IEA ay Mond). 


Com relação ao produto tensorial, observaremos que, dadas 
ft,..., fT € E* e o € Sp, pondo f = ft- f?-...- f? vale a fórmula: 


oif = fD. f... fot, 


Verifiquemos este fato. Dados v1,...,v, E€ E, vem, por definição: 


(ac f) (v1, ay SU) = vç) aa 1 Ug-1(r)) 
= f(v): Pweg) e E Oi) 


No último produto acima, o fator que possui índice superior igual a o(i) 
é fo (v;). Alterando a ordem dos fatores, podemos então escrever 


(ga lv, str) = a Duo)... f° (up) 
E p Oou), 


o que comprova a afirmação feita. 


Proposição 3. A aplicação r-linear p: E* x --- x E* > A(E;R), 
acima definida, é alternada. Além disso, dada uma base ordenada €* = 
(e!,...,e™) em E*, as formas r-lineares alternadas e! = p(e;,...,€j), 
onde J = {j1 < --- < jr} percorre todos os subconjuntos de Im com r ele- 
mentos, formam uma base de A (E;R). Em particular, dim UW, (E, R) = 
(r): 

Demonstração: Para provar que ọ é alternada, tomemos f!,..., f" € 
E* com ft = fÍ, i Æ j. Considerando a transposição 7 € S, com 
T(i) = j, e o produto tensorial f = ft- f2.....f”, temos Tf = Ô, 
em virtude da fórmula acima demonstrada. Como e, = —1, segue- 
se da Proposição 2 que y(f!,..., f") = A- f = 0, logo y é uma 
aplicação r-linear alternada. Para demonstrar a segunda afirmação, re- 
cordemos (Proposição 2, Capítulo 2) que os produtos tensoriais els) = 
e . e2... etr, onde (s) = (i1,...,%,) descreve todas as seqüências de r 
elementos em Im, constituem uma base de L,(E;R). Como a imagem 
de A: L(E;R) > A,(E;R) é todo o espaço A, (E;R), segue-se que as 
formas P(e;,,...,€i,) = A-e) geram o espaço vetorial A, (E; R). Além 
disso, sendo y alternada, temos p(e;,...,e;) = A- e) = 0 quando 
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a sequência (s) possui elementos repetidos. E, como y(v,...,vr) no 
máximo muda de sinal quando alteramos a ordem de suas variáveis, ve- 
mos que as formas e” = y(e1,...,€7"), com J = {j1 < jo < +++ < jr} são 
suficientes para gerar A,(E;R). Resta apenas provar que estas formas 
são linearmente independentes. Para isto, escrevamos explicitamente: 


al = Au (ei! agi Li efr) = 5 Egela(1) ei... efet), 
o€S, 
Dai se vê que, se indicarmos com a notação |s| = {i1,...,7,} o conjunto 
dos elementos da sequência (s) = (71,...,%,), teremos 
Jo 1 ds * 
dos te”, (*) 
s|=J 


a soma se estendendo a todas as sequências (s) tais que |s| = J, isto é, 
sequências que diferem de (j1, j2,..., jr) apenas pela ordem dos seus ele- 
mentos. Para cada uma dessas sequências tem-se (s) = (jo (1): +, Jo(r)) 
e o sinal de et“) na soma acima é + ou — conforme £, seja igual a +1 ou 
—1. Segue-se da igualdade (*) e da independência linear das et), que as 
formas e” são linearmente independentes. 


Corolário 1. Se dm E = m, então dm An(E;R) = 1. 
Corolário 2. Se dim E = m, então dim A, (E; R”) = (™) +n. 


r 


Com efeito, toda aplicação f: E x --- x E — R” corresponde a n 
funções reais f!,..., f”: E x -.. x E — R, que são suas coordenadas, 
isto é, f(v1,-..,0r) = Mor, vs f (an, ur)). É imediato 
verificar que f é r-linear se, e somente se, cada uma de suas coordenadas 
f' é uma forma r-linear e, além disso, f é alternada se, e somente se, 
cada fí o é. A correspondência biunivoca f > (f!,..., f”) estabelece 
portanto um isomorfismo canônico 


A, (E; IR”) = [R (E; R)”. 
Daí resulta o corolário. 

As formas alternadas e”, definidas na proposição acima, podem ser 
caracterizadas como as única formas r-lineares e”: Ex---x E — R tais 
que 
0, se {i1,... ir} ÆJ 
Ea, Se (iiei) - (Jajat) 
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onde £ = (e1,...,€,) é a base de E da qual €* = (el,...,e”) é dual. 


Proposição 4. Sejam E,F espaços vetoriais. Dada uma base orde- 
nada E = (e1,...,em) em E, escolhamos arbitrariamente, para cada 
subconjunto J = {j1 < j2 < --- < jr} C Im com r elementos, um ve- 
tor wz € F. Existe uma, e somente uma, aplicação r-linear alternada 
fixe x E—F fal que f(ej,...,€j) = wy para cada J. 


Demonstração: Para v1,..., Up E É quaisquer, ponhamos 


Flüigsass u] = Discs], 
J 


a soma sendo estendida a todos os subconjuntos J C Im com r elemen- 
tos. Em virtude da observação feita acima sobre os e”, vemos que, de 
fato, f(e;,...,€j.) = wy para cada J = {j1 < +++ < jr}. É imediato 
que f é alternada, pois cada e” o é. Quanto à unicidade, observemos 
que, sendo f alternada, os valores f(e;,,...,e;,) = wy para jı <+- < jr 
determinam todos os valores f(e;,,...,ei,) para sequências arbitrárias 
(i1,...,%r) em Im. (Com efeito, tal valor é zero se a sequência tiver 
repetições e é igual a eçtw se a sequência diferir de (j1,..., jr) por uma 
permutação o € Sp.) Então f é única, em virtude da Proposição 2, 
Capítulo 2. 


Proposição 5. Sejam E,F espaços vetoriais, E = (e1,...,em) uma 
base ordenada em E e F = (wy,...,wn) uma base ordenada em F. 
Para cada subconjunto J = {j1 < --- < jr} C Im e cada inteiro k € In 
seja fi (Cj; +++) €jm) = Wk e Jl (eg, ...,ép,) = 0 se P = {p1 < p < 


e < pp} # J. As aplicações fé assim definidas constituem uma base 
de A-(E; F). Em particular, dim A, (E; F) = (1) -n. 


Demonstração: Em virtude da Proposição 4 existe, para cada J e cada 
k, uma única aplicação r-linear alternada já :Ex---x E — F com as 
propriedades regueridas no enunciado. Mostremos due estas aplicacoes 
geram 9(.(K; F). Com efeito, dada arbitrariamente f e 9L.(K; F), de- 
finamos os números EK, para cada J = (34 < «+» < jr} C Im e cada 
k € In, como as coordenadas de f(e;,,...,€;,) € F relativamente à base 
F, ou seja, pela relação: 


n 
f(ej eg.) = X hwr. 
k=1 
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Consideremos agora a aplicação r-linear alternada 
gy G 
k,J 


a soma estendendo-se a todos os subconjuntos de r elementos J C Im e 
a todos os inteiros k € I». Para cada um desses J fixado temos: 


n 
k 
E DD di 
k=1 


A unicidade enunciada na Proposição 4 garante então que f = ge 
portanto as aplicações fi geram A, (E; F). Como os índices (J, k) dessas 
aplicações são em número de (>) -n, basta demonstrar que esta é a 
dimensão de 2,.(£; F) para concluir que elas constituem uma base. Ora, 
a escolha de uma base em F determina um isomorfismo (não-canônico) 
F x R” e portanto A, (E; F) = A, (E; R”). O Corolário 2 da Proposição 
3 nos dá então dim A. (E, F) = (7) -n. Isto conclui a demonstração. 


Exercícios 


1. Prove que se f: R? x R? — R é uma forma bilinear alternada, 
existe um número real a tal que f(u,v) = a(ulv? — vtu?) para 


quaisquer u = (ut, u?) e v = (vt, v?). 


m . . 
2. Toda forma bilinear f: R™xR™—R é do tipo f(x,y)= >, aaa”, 


i, j=1 
= 1 m — fay m RES alia 
onde x = (£*,...,£™), y= st), ag = f (ei, ej). Prove que 
f é alternada se, e somente se, aj; = —aji para quaisquer i, j € Im. 


3. Seja A, s(E; F) C Lr+4s(E; F) o subespaço formado pelas aplicações 
(r + s)-lineares de E em F que são alternadas separadamente em 
relação às r primeiras variáveis e em relação às s últimas. Esta- 
beleça um isomorfismo A, (E; As(E; F)) = A, s(E;F). Calcule a 
dimensão de M, s(E; F) em função de dim E e dim F. 


4. Seja N,(E;F) o núcleo do operador de anti-simetrização 
A: Lr(E; F) > M(E; F). Prove que L(E;F) = A(E;F) ® 
N,(E; F). 
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5. Com a notação do exercício anterior, prove que o produto tensorial 
(vide Exercício 12, Capítulo 2) de uma forma f € N,(E;R) por 
qualquer g € Ls(E;R) é uma (r + s)-forma f -g € Ns(E;R). 


6. Através de exemplo, mostre que o produto tensorial de duas formas 
alternadas pode não ser alternada. 


7. Seja f € Am(E; R), onde dim E = m. Dada uma base ordenada 
E = (ei,...,em) em E, sejam uí = Ð ees Um = X rej. 
i i 


Prove que 


Foire Um) = eee E iii f(e1,€2,..., ém). 
cESm 


8. Dizemos que f € L, (E; F) é simétrica quando of = f para toda 
o € Sp. Prove: 


a) f é simétrica se, e somente se Tf = f para toda transposição 
TE Sp. 


b) As aplicações r-lineares simétricas constituem um subespaço 
vetorial S,(E; F) c L (E; F). 


c) Para todo r, tem-se S,(E;F) C N,(E; F). (Vide Exercício 4 
acima.) Se r = 2, vale a igualdade. 


9. Defina o operador de simetrização S: L (E; F) > L,(E; F) como 
S-f= 5, of. Prove: 


ceó. 


a) S aplica £.(K; F) em S,(E; F). 
b) f é simétrica se, e somente se, S- f = r!f. 


c) Se f é alternada então S- f = 0. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


Defina Y: E* x --- x E* > S,(E;R) pondo W(f!,...,f”) = 
Sol fs fé i. fT). Prove: 


a) w é uma aplicação r-linear simétrica. 

b) Seja € = (el,...,e”) uma base ordenada de E*. 

Para cada sequência não-decrescente |t] = (kı < ho <---< 
kr) de r elementos em Im consideremos a forma r-linear si- 
métrica wW(e*t,e*2,...,e'r) = ell. Prove que as formas e 
constituem uma base de S (E; R). 

c) Conclua que dim S, (E; R) = (ui. a partir da observação 
de que (k1,...,k,) é uma seqiiéncia não-decrescente de r in- 
teiros em Im se, e somente se, (k1, ko+1,k3+2,...,kr+(r—1)) 
é uma sequência crescente de r inteiros em Imr-1. 


Uma aplicação r-linear f: E x --- x E > F é alternada se, e so- 
mente se, v; = Vi41 (I<i<r) implica f(v1,..., Ui, Vi41,---,Ur)=0. 


Uma aplicação r-linear f: Ex... x E-F é alternada se, e somente 
se, v1,...,Ur linearmente dependente implica f(v1,...,vr)=0. 


Seja A: L(E;F) > L,(E;F) o operador de anti-simetrização. 
Prove que, para toda f € L, (E; F) e toda o € S,, tem-se A- (o f) = 
Eo: Af. 


Seja T: L(E;F) > L(E;F) uma transformação linear com as 
seguintes propriedades: 


a) T.(of)=es-Tf para toda fe £,(E; F) e toda o € S,. 


b) Se f é alternada então T - f = r!T f. Prove que T coincide 
com o operador de anti-simetrização. 


Prove que o núcleo N,(E;F) do operador de anti-simetrização 
A: L(E;F) > L(E;F) é gerado pelas aplicações r-lineares da 
forma g = f — €o -o f, onde f €L,(E;F) ea € S,. 


Seja f,g € S,(E; F). Prove que f(v,v,...,v) = g(v,v,...,v) para 
todo v € E implica f = g. 
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17. Seja f: E x --- x E — R uma aplicação (r — 1)-linear alternada. 
Defina 
g: EX: -xEoE 
—II—” 


x 
pondo 


r 


N ED NI aos ay Dag) “iii 


i=1 


onde ĉ; significa omissão da variável x;. Prove que g é r-linear 
alternada. 


4 


Determinantes 


Como aplicação do fato de que dim E = m implica dim A, (E;R) = 1. 
(Corolário 1, Prop. 3, Cap. 3) daremos uma definição intrínseca do de- 
terminante de um endomorfismo linear. Demonstraremos algumas pro- 
priedades básicas do determinante, deixando para retormar o assunto 
no Capítulo 8, depois de havermos introduzido a Álgebra de Grass- 
mann A(E) de um espaço vetorial E. Um dos principais resultados que 
demonstraremos no presente capítulo é o Corolário da Proposição 5, se- 
gundo o qual toda aplicação multilinear alternada se exprime através 
de determinantes. Ou seja: o determinante é essencialmente a única 
aplicação multilinear alternada não-trivial. 

Comecemos com uma situação mais geral. 

Uma aplicação linear T: E — F induz, para cada inteiro r > 0, uma 
nova aplicação linear 


TF: A (E; R) > A(E;R), 
definida pela regra: 
(TË . f)(vy,..., Ur) = f(Tu,..., Tur), 
onde f € M (E; R) e v1,..., Ur € E são arbitrários. É imediato verificar 


que f € A(R; R) implica de fato T7”. f € A, (E; R) e que T* é linear. 
Verificam-se facilmente também as seguintes propriedades: 


1) Se T = id: E — E, então T* = id: A,(E;R) — U(E; R). 
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2) Dadas S:E>FeT:F > G lineares, temos 


(T o 8)” = S# oT#: Y,.(G;R) — A-(E;R). 


Em particular, se S: E — F é um isomorfismo, concluimos que 
Gos? = (So 8-1), = gra id: W (F; R) > A,(F;R) e ST o 
(5-6 mae N > A(E; Sa de modo que se $: E > F é um 
isomorfismo então S# : A, (F; R) — A, (E; R) é também um isomorfismo, 
sendo (8%)! = (SH, 

Consideremos agora um endomorfismo linear T: E > E, onde 
dim E = m. Como dim 2,,(£;R) = 1, segue-se que o endomorfismo 
induzido, 

TF: An(E;R) > Am(E;R), 


é meramente a multiplicação por um escalar fixo. Isto é, existe um 
número real À tal que T7”. f = À- f para toda forma m-linear alternada 
f: Ex -.wx E— IR. 

Poremos então À = det(T) e diremos que À é o determinante do 
endomorfismo T. 

Em termos mais explícitos, o determinante de um endomorfismo 
T: E > E (onde dim E = m) é o único número real det(T) tal que 


f(T -v1,...,T - Um) = det(T) - f(v, ...; Um), (*) 


quaisquer que sejam v1,...,Um € E e f € An(E;R). 


Proposição 1. O determinante de um endomorfismo T: E > E tem 
as seguintes propriedades: 


1) Se T = id: E > E então det(T) = 1; 
2) det(S o T) = det(S) - det(T); 


3) det(T) £ 0 se,e somente se, T é invertível. 


Demonstração: 1) é evidente, pois (id)? = id. A propriedade 2) 
resulta imediatamente da relação (So T)* = Tf o 87“, Com efeito, para 
toda f € Am(E;R) temos (So T)*- f = T# o (S#- f) = TĦ - (det(S) - 
f) = det(T) - det(S) - f. Logo det(S o T) = det(S) - det(T). Destas 
duas propriedades já resulta que, se T é invertível, então 1 = det(id) = 
det(T o T~!) = det(T) - det(7” 1). Concluímos que det(T) 4 0 e, mais 
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ainda, que det(T~') = (det T) 1. Reciprocamente se det(T) 4 0 então, 


tomando uma base ordenada (e1,... em em E e f = e” € An(E;R), 
com J = (1,2,...,m), temos f(e1,...,@m) = 1, logo a relação (*) acima 
nos da 


f(T -e1,...,T em) = det(T). 


Como estamos supondo det(T) 4 0, segue-se da Proposição 1, Capítulo 3 
que os vetores T -e1,...,T -€m sao linearmente independentes e portanto 
constituem uma base de E. Assim T transforma uma base de E noutra 
base e portanto é uma transformação linear invertível. Isto conclui a 
demonstração da afirmativa 3). 


Tradicionalmente, costuma-se definir primeiro o determinante de 
uma matriz quadrada. Em seguida, o determinante de um endomor- 
fismo linear é definido como sendo o determinante de uma qualquer de 
suas matrizes. Procederemos da maneira inversa: definiremos agora o 
determinante de uma matriz quadrada a = (ai), Ll<i<m,1l<j<m, 
como o determinante da transformação linear à: IR” — R”, cuja matriz 
em relação à base canônica (e1,e2,...,em) de IR” é a. Isto significa: 


m 
det(a) =det(@), onde &:ej= So ales; E À fas 
i=1 


A proposição abaixo é a caracterização clássica, devida a Weierstrass, 
do determinante de uma matriz. 

Seja M(m x m) = IR” x-..xR” o espaço vetorial das matrizes reais 
m x m, onde identificamos cada matriz com a m-upla de vetores de R™ 
que são seus vetores-coluna. 


Proposição 2. O determinante é a única função m-linear alternada 
det: M(m x m) — R dos vetores-coluna de uma matriz que assume o 
valor 1 na matriz identidade. 


Demonstração: Seja fy E€ Am (R”;R) a única forma m-linear alternada 
tal que fi(ei,...,em) = 1, onde (e1,...,em) é a base canônica de IR”. 
Então, dada qualquer matriz a = (ai) € M(mxm), cujos vetores-coluna 
São Q1,- 4 44 Qm, COM Qj = (a; aj. 07), temos 01 = @:€1,...,Am = 
a - Em € portanto: 


det(a) = det(ã) = det(à) - f,(e1,..-,@m) = fy(@- e1,--.,&+ em) 


= f(a, see Orm): 
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Isto mostra que det(a) é uma função m-linear alternada das colunas de 
a, que toma o valor 1 na matriz cujas colunas são ey,..., em, isto é, na 
matriz identidade. A unicidade é óbvia a partir da unicidade de fo. 


Sejam E, F espaços vetoriais de mesma dimensão. Dois endomorfis- 
mos S € L(E) e T € L(F) dizem-se conjugados quando existe um iso- 
morfismo y: E — F tal que T = yoSoy7!. Isto quer dizer Toy = yoS. 
Assim, afirmar que S e T são conjugados equivale a dizer que o diagrama 
abaixo é comutativo: 

E—SE 


e| Je 


F—,Fp 


Lema. Se duas transformações lineares S: E > E e T: F — F são 
conjugadas então det(S) = det (T). 


Demonstração: Se fosse E = F então existiria det(y). Então, usan- 
do o item 2) da Proposição 1, escreverfamos det(T) = det(y) - det(S) - 
det(y)~! = det(S) - det(y) - det(y)~! = det(S). Como porém não faz 
sentido falar em det(y) quando E # F, usamos as propriedades da 
operação #, segundo as quais obtemos T# = (pf)-lo Sf o y#. Logo, 
para toda f € Am(F;R), onde m = dim E, vale: 


TH. f = (p*)*. S#. (pt. f) = (pf). det(S) (pf. f) 
= det(S) -(p?)! p* - f = det($) : f. 


Proposição 3. Seja A: E — E um endomorfismo. Para qualquer 
matriz a = (ai) que represente A relativamente a uma base de E, tem- 
se det(A) = det(a). 

Demonstração: Seja a = (ai) a matriz de A relativamente a uma base 
ordenada (v1,...,Um) de E. Por definição, temos det(a) = det(@), onde 
à é o endomorfismo de R” cuja matriz relativamente à base canônica 
(e1,...,em) de R” é a a. Então, considerando o isomorfismo q: E — 
R” tal que y- vy = e4,...,P* Um = em, temos po A = Qo y, isto 
é, A: E > Ee a: IR” — IR” são conjugados. Segue-se do Lema que 
det(A) = det(à), ou seja, det(A) = det(a). 
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Corolário. Seja dim E =m. Dadas f € An(E;R), a = (ai) e M(m x 
m) e E = (e1,...,em) uma base ordenada de E, tem-se 


f E Olei, Dose) = det(a) : f(e1,..., Em) 
i=1 i=1 


Com efeito, a é a matriz, relativa à base €, do endomorfismo 
A: E > E tal que A-e; = Dae; (j =1,...,m). Logo det(a) = det(A) 


e o corolario resulta imediatamente da definição de determinante de um 
endomorfismo. 

Seja E = (e1,...,em) uma base ordenada de E. Dada uma seqiiéncia 
de m vetores u1,...,Um E E, define-se o determinante desses vetores 
em relação à base E como sendo o determinante da matriz a = (ai) 


t ei 


das coordenadas dos vetores uj na base £, ou seja: uj = dj) 0} 


(j =1,...,m). Escreve-se 
dete[u1,..., Um] 


para indicar tal determinante. 
Quando E = IR” e E é a base canônica, escreveremos simplesmente 


det[ui, +; Um] 


que, neste caso, é o determinante da matriz m x m cujos vetores-coluna 
são u1,...,sUm E R”. 

Resulta do corolário acima que, dadas a base € = (ej,...,em) em 
E e a seqiiéncia de vetores u1,..., Um E E, tomando-se J = {1 < 2 < 
+++ < m} tem-se: 


detg[u1,..., Um] = e7(u1,..., Um), 


onde, de acordo com a notação da Proposição 3, Capítulo 3, e! é a 
anti-simetrizada do produto tensorial e! -e2..... em, 

Obteremos agora a expressão clássica do determinante de uma matriz 
quadrada a = (ai) como soma de todos os produtos que se podem 
formar escolhendo um elemento de cada linha e de cada coluna de a e 
precedendo cada produto de um sinal “conveniente”. 


Sejam 04,...,Qm OS vetores-coluna de a. Temos 


Oy = (at 08 225 OP) pc 5250 = (00 006, 20,000: 
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Considerando a forma m-linear alternada fọ E %m(R™”;R) tal que 
fo(ei,... sem) = 1, onde (e1,...,em) é a base canônica de IR”, sabe- 
mos que 


det(a) = fo(a1,..., Om). 


Sabemos também que f, é a anti-simetrizada do produto tensorial e! 


e2....- e” e portanto 
f= >., Eo eh . 0)... eetm), 
cESm 
Segue-se que: 
det(a = > eo. a) ia. ag, (=) 
cESm 


Esta expressão é utilizada frequentemente como definição do deter- 
minante de uma matriz. 


Proposição 4. Seja ‘a a transposta de uma matriz a € M(m x m). 
Tem-se det(a) = det('a). 


Demonstração: Considerando novamente a forma f, E€ %m(R™;R), 


anti-simetrizada do produto tensorial e! - e?-...- e”, a definição do 

operador de anti-simetrização nos dá f, = Deco co(el el... cem). 
o 

Logo: 


det(a) = fo(a1,...; Om) 
= y Ego: e(as(1) i (as(2)) aid e™(ao(m)) 


= 1 2 m 
= 5. Eg ' O51) $ s(2) Peg? Qom): 


cESm 


Comparando esta expressão de det(a) com a fórmula (**) recém obtida, 
concluímos que det(a) = det('a). 


Em particular, o determinante de uma matriz m x m pode também 
ser caracterizado como uma forma m-linear alternada dos seus vetores- 
linha: é a única tal forma que assume o valor 1 na matriz identidade. 

Continuaremos sempre adotando a notação introduzida na Propo- 
sição 3, Capitulo 3: dada uma base ordenada E = (e1,...,€m) em E, 
indicaremos com £” = (el,...,e”) a base dual e, para cada subconjunto 
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J = {ji < jo < +++ < jr} de r elementos em Im, representaremos pelo 
símbolo e” a forma r-linear alternada obtida por anti-simetrização do 
produto tensorial e^! - ef? ....- efr. Como vimos naquela proposição, 
quando J percorre os subconjuntos de Im com r elementos, as formas 
e” constituem uma base do espaço vetorial A, (E; R). 

Outra notação que adotaremos permanentemente é a seguinte. Dada 
uma matriz a = (ai), com m linhas e r colunas (r < m), para cada 
subconjunto J = {j1 < -+-+ < jr} C Im com r elementos, indicaremos 
com a” a matriz r x r obtida escolhendo-se as linhas de a cujos índices 
(superiores) pertencem ao conjunto J. 


Proposição 5. Seja E = (e1,...,€m) uma base ordenada de E. Dados 
os vetores vy = > aĵei,..., Ur = abe; em E e o conjunto J = {ji < 
i i 
--- < jr} C Im, temos 
J J 

e” (v1, ..., Ur) = det(a”) 
onde a = (ai) é a matriz m x r cujo j-ésimo vetor coluna é formado 
pelas coordenadas a}, aĵ, as OF de vj na base E. 
Demonstração: O valor e” (v1, ..., Ur) é evidentemente uma função r- 


linear alternada das colunas da matriz a. Além disso, essa função se 
anula quando uma das suas variáveis assume o valor ex, com k é J: 


e (w1,...,€k;.-., Wr) = Ó se k É J. Por conseguinte, paral <i<re 
k é J, temos: 
J : A ee, 
e” (U1, ..., Ui Aeg; ous Up) EE (Dia Se Ur). 
Isto significa que e” (v1,...,v,) depende apenas das coordenadas al cu- 


jos índices superiores pertencem a J, ou seja, é uma função r-linear 
alternada das colunas de a”, a qual toma o valor 1 quando a” = matriz 


identidade, pois isto corresponde a v1 = €;,,...,Ur = €j,. Pela caracteri- 
zação weierstrassiana do determinante, concluimos que e” (Pipes U) = 
det(a?). 

Corolário. Seja f: E xx E — F uma aplicação r-linear alternada. 
Dada uma base ordenada E = (e1,...,em) em E, para cada subconjunto 
J = {ht <ja<-++ <tr} C Im, seja f(ej,,...,€;,) = ws EF. Então, 
se v1 = ase;,..., Ur => ate; são vetores de E, tem-se 

2 2 


frr) =D) det(o”) - wy, 
J 
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1) é a matriz m x r das coordenadas dos vetores vj. 


Com efeito, temos f(vi,...,vr) = De!(vy,...,vr)wy. (Vide de- 
J 


onde a = (a 


monstração da Proposição 4, Capítulo 3.) 
O corolário acima mostra que qualquer aplicação multilinear alter- 
nada se exprime, de modo simples, a partir do determinante. 


Exercícios 


1. Se dim E = m então, para quaisquer 1 € IR e T € L(E), tem-se 
det(AT) = A™ - det(T). 


2. Seja dim E = m. Para todo espaço vetorial F e todo endomorfismo 
T: E > E, o endomorfismo induzido TF: UAm(E; F) > Am(E; F) 
tem a forma T# . f = det(T) - f. 


3. Indicando com (u,v) o produto escalar e com u x v o produto 
vetorial dos vetores u,v € RÌ (vide Exemplo 4, Capítulo 3), prove 
que (u x v, w) = det[u,v, w]. 


4. Quando dm E = m e T € L(E), se tivermos f(T-v,,...,T-um) = 
A+ f(v1,..-,Um) para uma f E€ Am(E;R) não-nula e uma base 
ordenada (v1,...,Um) de E então À = det(T). 


5. Seja dim E = m. Os vetores v1,...,Um E E são linearmente inde- 
pendentes se, e somente se, para toda f 4 0 em Am(E; R) tem-se 


f(v... Um) # 0. 


6. Seja a = (aj) uma matriz m x m anti-simétrica, isto é, aí; 


para quaisquer i,j € Im. Se m for ímpar, tem-se det(a) 


j 


0. 


: : . 0 : 
7. Seja a uma matriz quadrada do tipo a = É 1) „onde 5 érxr,1I 
é a matriz identidade s x s e os zeros significam matrizes nulas r x s 


esxr. Mostre que det(a) = det(3). Conclua que se u = fé ) 
então det(u) = det(8) - det(y). [Sugestão: det(a) é uma função 
multilinear alternada das colunas de 8.) 
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0 
Bérxr,désxs,yérxse0éa matriz nula s xr. Mostre 


=f 
que se det(/3) = 0 então a = (o 1) . 5 H Mostre que se 


8. Seja a uma matriz (r + s) x (r + s) do tipo a = ) onde 


I 
p= (o i) onde J é a matriz identidade r x r em s x s, então 


det(u) não depende de é. Conclua que det(u) = det(n). Finalize 
concluindo que det(a) = det(8) - det(ó). 


5 


Produto Exterior 


Dada uma aplicação r-linear alternada f: E x -x E > F, seja m a 
dimensão de E. Pelo último corolário do capítulo anterior, vemos que 
cada elemento da imagem f(Ex---x E) é combinação de vetores wy € F 
cujo número não excede eee Portanto o subespaço de F gerado por 
f(E x --- x E) tem no máximo dimensão igual a sor Esta dimensão 
máxima ocorre, naturalmente, quando os vetores wy = f(e;,...,€j,) 
são linearmente independentes. 

Nosso propósito neste capítulo é examinar as aplicações r-lineares 
alternadas cujas imagens geram subespaços da maior dimensão possível. 


Proposição 1. Sejay: xx E — F uma aplicação r-linear alternada. 
As seguintes condições são equivalentes: 


1) Existe uma base ordenada E = (e€1,...,€m) em E tal que os vetores 
Plej- ser) com 1< ji <: < jr <m formam uma base de F. 


2) (E x---x E) gera F e dimF = (™). 


3) Para todas as bases de E vale a condição 1). 


Demonstração: É claro que 1) > 2) e 3) = 1). Para provar que 2) 
=> 3), basta observar que, dada a base E£ = (e1,...,em) em E, como q é 
r-linear alternada, os vetores y(e;,,...,e;,) com 1 < ji < < jr <m 
geram o mesmo subespaço vetorial de F que o conjunto y(E x --- x E), 
ou seja, geram F. Como o número desses vetores é < (1) = dim F, 
segue-se que eles formam uma base de F. 
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Quando uma das condições acima é satisfeita (e portanto todas são), 


Hig 
diremos que y é um produto exterior em E. Então escrevemos F = AE 
e dizemos que F é uma potência exterior r-ésima de E. 

A aplicação y será, neste caso, substituida pela notação 


N Exx EAE. 


Escreveremos também (v1,...,Ur) = U1 A+++ A Up. 
Como o produto exterior A é uma aplicação r-linear alternada, temos 
vi Acc A Ur =0 se v; = vj com i sé j. Equivalentemente: 


Uo(1) A+ A Uo(r) 5 Eo V1 At A Ur 


para toda permutação o € Sp. 


Os elementos de AE são chamados r-vetores. Os da forma ULA AV 
chamam-se r-vetores decomponíveis. Todo r-vetor é soma de r-vetores 
decomponíveis. 

Devemos provar a existência e a unicidade (a menos de um isomor- 
fismo) do produto exterior. Antes disso, porém, vejamos um exemplo. 


Exemplo 1) O fato de que (oes) = m sugere a existéncia de um 
produto exterior de ordem m — 1, x: R™ x --- x IR — IR”. Ele existe, 
de fato, como uma generalização do produto vetorial usual x: R? xR? — 
R$. (Vide Exemplo 4, Capítulo 3). Definimos x: IR” x ...xR” — RM 
como sendo a única aplicação (m — 1)-linear alternada tal que 


x (e1, ses Cila €441,--+5 em) = (1s 


= €] £X ““: X Ej-1 X Cj41 Xe X Em. 


A existência e a unicidade de x são asseguradas pela Proposição 4, 
Capítulo 3. A razão para o fator (—1)'*! prende-se à questão de ori- 
entação em R”, como será explicado posteriormente. Evidentemente, x 
é um produto exterior. 

Quando r # m — 1 (e, naturalmente, r £ 1), temos (7) 4 m, de 
modo que o produto exterior vj ^+- A Up de vetores em R™ deve ser 
procurado fora do espaço IR”. Daí o nome “exterior”. 


Ea 
Existência de A - Daremos agora exemplos de produto exterior em 
qualquer espaço vetorial E. 


Primeira construção. Dado E, escolhamos nele uma base ordenada 
E = (e1,...,em). Seja F qualquer espaço vetorial de dimensão (o 
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Tomemos arbitrariamente uma base em F e escrevamos os elementos 
dessa base sob a forma ey, onde os índices J percorem o conjunto dos 
subconjuntos de Im com r elementos. Definamos uma aplicação r-linear 
alternada y: Ex: -xE — F exigindo que p(e;,,...,e;.) = ey para cada 
J = {ji < j2 < see < jr} C Im. Então y cumpre as condições para ser 
um produto exterior. Escrevamos F = AE, pui... Up) =O AA nee Atr. 

Esta construção, pela rudeza das suas várias escolhas arbitrárias, 
pode chocar um espírito mais sofisticado. Nossas desculpas por apre- 
sentá-la são precisamente sua simplicidade (ou falta de sofisticação) e o 
teorema de unicidade que provaremos logo a seguir, o qual mostra que 
um produto exterior qualquer é tão bom como qualquer outro. Nesse 
ínterim, vejamos um exemplo mais intrínseco. 


Segunda construção de AE. Definamos uma aplicação r linear al- 
ternada q: E x --- x E > M(E;R)|* estipulando que, para quais- 
quer v1,...,Vr € E, p(vi,...,vr) seja o funcional linear sobre A, (E; R) 
tal que, para todo f € A(E;R), lo(v,...,su)): f = f(v., Ur). 
Se dm E = m então dmA,(E;R) = (7). Logo, para verificar a 
condição 3) da Proposição 1, é suficiente mostrar que, para qualquer 


base ordenada E = (ey,...,em) em E, as imagens p(e;,,...,€j;.) com 

1<j<::< Jj, <m são linearmente independentes. Ora, se tivermos 

uma relação de dependência 5) £7 - y(e;,,...,€;,) = 0 então, para cada 
J 


f € A(E;R), teremos 5) £7. f(e;,,...,e;,) = 0, de acordo com a de- 
J 


J 


finição de y. Tomando, em particular, f = e”, resulta & = 0 para cada 


J, o que conclui a verificação. 


Terceira construção: AE". Quando partimos de um espaço E* de 
formas lineares, a Proposição 3 do Capítulo 3 nos fornece um produto 
exterior natural y: E* x --. x E* — A,(E;R), onde, para ft,..., f" € 
E*, y(f',..., f") é a anti-simetrizada do produto tensorial ft- f2.....f”. 
Voltaremos a este importante exemplo no capítulo seguinte. 

Agora que sabemos da existência de produto exterior em todo espaço 
vetorial, estabeleceremos algumas consequências simples deste fato. 

Primeiro calculemos as coordendas de um r-vetor decomponivel. Seja 
A:Ex-xE>AEum produto exterior. Dada uma base ordenada 
E = (€1,...,€m) em E, ey = ej A+ A e;, indica os elementos da base 


T . 
correspondente em AE. Exprimamos os vetores vı = > alei;,...,vr = 
i 
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3) ate; em termos da base E£. O Corolário da Proposição 4, Capítulo 4 
i 
nos dá a expressão de v A -+-+ A v, em termos da base (ey): 


vI AAU = ua 


O somatório acima se estende a todos os subconjuntos J C Im com r 
elementos; a é a matriz m x r das coordenadas dos vj na base € e o! é a 
submatriz r x r cujas linhas têm indices no conjunto J. Em particular, 


quando r = m = dim E, temos 


vi A+++ A Um = det(a) “ea A++ A Em 
detg|[v1,...,Um]-e1 A++- A €m. 


Tr 
Proposição 2. Seja A: E x--:.x E > AE um produto exterior. Os 
vetores v1,...,vr E E são linearmente independentes se, e somente se, 
Up A+++ AUp sé 0. 


Demonstração: Se vı A+- Am, Æ 0 então v1,..., Ur são linearmente in- 
dependentes pela Proposição 1, Capítulo 3. Reciprocamente, se v1,..., Ur 
são linearmente independentes então existe uma base ordenada € em E 
da qual eles são os r primeiros elementos. Logo v1 A++- A Ur é £ 0 como 


elemento da base correspondente em AE. 


i) uma matriz m x n. Dados os subconjuntos I C Im 


e J C In, usaremos a notação al, para representar a submatriz de a 
formada pelos elementos aj tais que i € I e j € J. Escreveremos (como 


Seja a = (a 


antes) simplesmente a! quando J = I, e ay quando I = Im. Quando I 
e J possuem o mesmo número de elementos, ad, é uma matriz quadrada 
e det(a4,) é chamado o determinante menor de a relativo às linhas I e 
às colunas J. 


Aplicação. Seja a = (ai) uma matriz m x n. Diz-se que a tem posto r 
(por colunas) quando r é o número máximo de vetores-coluna de a que 
são linearmente independentes. Isto significa que r é o maior inteiro tal 
que existe um subconjunto J = {j1 < j2 < +- < jr} C In, contendo r 
elementos, com aj, \ aj, A++ A aj. #0. Ora, sabemos que 


Oj, A+++ AQ; = 2 of) “er, 
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a soma estendendo-se a todos os subconjuntos I = {i1 < -++ < ir} C Im. 
Aqui, como sempre, er = e; A --- A e;,. Neste caso, (€1,...,€m) é à 
base canônica de R™. Como os r-vetores er formam uma base de ARM, 
vemos que o posto de a (por colunas) é r se, e somente se, r é o maior 
inteiro para o qual existe um determinante menor r x r da matriz a que 
é sé 0. Segue-se da Proposição 4, Capítulo 4, que o posto de a (por 
colunas) é igual ao posto da matriz transposta “a. Logo o posto de a é 
o mesmo, quer consideremos linhas ou colunas em sua definição. 


Unicidade do produto exterior. Agora mostraremos que as várias 
construções de produtos exteriores que possam ser imaginadas estão li- 
gadas umas às outras por isomorfismos canônicos, de modo que podem 
ser consideradas como uma só. Comecaremos com uma propriedade 
fundamental do produto exterior. 


Proposição 3. Seja A: E xx E > AE um produto exterior. Para 
toda aplicação r-linear alternada f: Ex --- x E > F, existe uma única 


aplicação linear f: AE — F tal que fon = f, isto é, 


f(u su) = flu A+++ A Up) 


para quaisquer v1,..., Ur E E. 


Em termos menos precisos, porém mais sugestivos: toda função 
r-linear alternada f(v1,..., Ur) dos vetores v1, ..., Ur € E é uma função 
linear f(v A++- Avr) do seu produto exterior. 


Demonstração: Escolhamos uma base ordenada € = (e1,..., €m) em 
E. Dada f: Ex---xE > F r-linear alternada, definamos uma aplicação 
linear f: NE >F pondo flez) = f(eji,---, €j) para todo J = {j1 < 
++- < jr} C Im onde ej = ej A---Ae;.. Como f é alternada, vemos que 
f oA coincide com f em todas as seqüências (€;,,---,€%,) de elementos 
básicos. Segue-se que fo A = f. (Cfr. Proposição 2, Capítulo 2.) A 
unicidade de f resulta do fato de que seus valores estão estipulados nos 


r 
r-vetores básicos e estes geram AE. 
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O diagrama a seguir ilustra a Proposição 3. 


Ex se Sp 
7 
7 
A ATA 
E 


r 7 
AE 


Corolário 1. (Unicidade do produto exterior.) Sejam A: Ex--:xE > 
AE en: Ex- xE>NE produtos exteriores (de mesma ordem r) em 
E. Existe um único isomorfismo £: AE — DE tal queo AN =. Isto 
é, E(u, Ac, AU) =v N- Nvr para quaisquer v1,...,Up E E 

Com efeito, considerando A como um produto exterior e N apenas 
como uma aplicação r-linear alternada, a Proposição 3 fornece uma 
aplicação linear €: AE —NE tal que £o A =N. Trocando os papéis de 
A e N, obtemos uma aplicação linear 17: NE — AE tal que noN =A. 
Sejam quais forem v1,..., Up € E temos então (no E) (v1 A- Aur) = 
nvi N -+N Ur) =v, A+ Aur, de modo que no E: À E — AE coincide 
com a aplicação identidade. Analogamente, € om = identidade, de modo 
que £ é um isomorfismo e 7 = €7!. 
Corolário 2. A correspondência f > f, estabelecida na Proposição 3, 


r 
fornece um isomorfismo canônico A (E; F) ~ L(AE; F). 
Demonstração imediata. 


Observações: 1) O fato de que AE e NE são isomorfos não tem 
a menor importância pois sabemos desde o começo que estes espaços 
vetoriais têm a mesma dimensão. O interesse do Corolário 1 acima 
reside na existência de um (único) isomorfismo é: A E > NE tal que 


Ev A+++ A Up) = an NM. 


E esta relação que exprime a unicidade do produto exterior. 
Em virtude da unicidade, diremos de agora em diante “o produto 
exterior” em vez de “um produto exterior”. 


Evidentemente AE = {0} quando r > dim E. Por conveniência, 


0 1 
poremos AE = Re AE = E. 
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2) Sem a Proposição 3 é praticamente impossível definir uma aplicação 
linear T: AE > F cujo domínio é uma potência exterior. A razão é 
a seguinte: todo r-vetor x € AE é soma de elementos decomponíveis 
mas não de modo único. A Proposição 3 diz que para definir T basta 
dar seu valor T - (v1 A --- A vy) nos elementos decomponíveis, de tal 
modo que (v1,..., Ur) + T - (v1, ^+- A vp) seja r-linear. Feito isso, é 
desnecessário verificar que T é bem definida ou que pode ser estendida 
coerentemente a todos os r-vetores. Tudo isto é automático, de acordo 
com a Proposição 3. 

Para finalizar este capítulo, mencionaremos um fato que será utili- 
zado repetidas vezes a seguir. Trata-se do seguinte: se F C E é um sub- 
espaço vetorial então, para todo inteiro r, podemos considerar a potência 
exterior AE como subespaço vetorial de AE. 


Mais precisamente, o subespaço S C AE gerado pelos r-vetores da 
forma v1 A --- A vp, onde v1,...,vr E€ F, e a restrição de A: E X- x 
E>hAEaFx--xF determinam uma aplicação r-linear alternada 
p:F x::xF — S. Afirmamos que y é um produto exterior. 

Com efeito, seja (e1,...,en) uma base ordenada de F, a qual es- 
tendemos até obter uma base ordenada (e1,...,en,en+1,---, €m) de E. 
Então os r-vetores e; A+++ A ej,, onde J = {j1 < -+ < jr} C In, geram 
S e portanto constituem uma base de S. Isto prova que y é um produto 
exterior. Escreveremos então S = AF. 

De agora em diante, sempre que tivermos um subespaço vetorial 
F C E, admitiremos sem mais comentários que AF E AE, sendo AF 
gerado pelos r-vetores vj A --- A vp, onde v1,...,Up E F. 


Exercícios 


1. Considere o produto vetorial x: R™ x...xR” — R” (vide 
1 


m-—l 
Exemplo 1). Prove que w = vi X +--+ X Um—1 é sempre ortogo- 
nal a vj,...,Um—1- Deduza daí que qualquer w € R” é da forma 
w=v X- X vm Conclua que se dm E = m então todo 


m—l 
(m —1)-vetor x € A E é decomponível. 


2. Seja (el, e?, 8, e*) a base canônica em (R*)*. Prove que o bivetor 
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2 
elne2-+e'ne! € A(R*)* não é decomponível. (Sugestão: Considere 


2 

A(R*)* = As(R*;R) e observe que, dados f,g € (R*)*, fAgéa 
forma bilinear alternada em Rf tal que (f A g)(u,v) = f(u)-g(v) — 
f(v) - glu), conforme a “terceira construção” .) 


. Prove que uma aplicação r-linear alternada q: Ex x E > F 
é um produto exterior se, e somente se, cumpre a condição de 
universalidade enunciada na Proposição 3. 


X 
. Dado um produto exterior A: Ex---x E > AE, sejam v1,..., Us € 
E vetores linearmente independentes. Então os r-vetores vj, ^+: -^ 
vj„, onde J = {j1 < -+-+ < jr} C Is são linearmente independentes. 


. Para toda matriz (a^) do tipo r x r e toda seqiiéncia de vetores 
U1,...,Up em E, tem-se 


J a” vi Avj = ) (a mA o; 
tJ i<j 


(No primeiro somatório, os índices i,j assumem, independente- 
mente, todos os valores de 1 a r. No segundo, deve-se ter 1 <i < 
j <r.) 


. Sejam v1,..., Ur E€ E linearmente independentes. Se os vetores 
r 

W1,...,Wr E E são tais que 5, vj A wj = 0, então, para cada 
j=1 


ro. : : 
j €I,, tem-se wj = 2, ajv;, onde a; = al (i,j € Ip). 
i=l 


[Sugestao: Complete os vj de modo a obter uma base 
(U1,..-,Ur,21,--.,%m—r) de E. Exprima os wj em termos dessa 
base e substitua na relação dada. Use o exercício anterior e o 
fato de que os bivetores v; Av; (i < j) e vi A x são linearmente 
independentes. | 


. Sejam S,T subespaços vetoriais de E. Considerando AS, AT e 

A(SNT) como os subespacos de AE, prove que ASNT) = (AS) N 

(AT): Generalize: dada uma família qualquer de subespaços S) C 

E então NASA) = ACASA). Conclua que, tomado um r-vetor 
r 


z € AE, existe um subespaço (único) M, C E mínimo tal que 
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ze AM,. (Isto é, se T C E é um subespaço tal que z € AT então 
M, CT.) A dimensão de M, chama-se o posto do r-vetor z. 


=i —1 
8. Seja f: “A E — Ruma forma linear sobre A E. Se rN AX = 
0, prove que 


r 


SUMA A ABA A Ó) ha = 0. 
1=1 


(O símbolo %; significa: omitir a variável zi.) 


9. Sejam © = z1 ^tt- A £r € Y = yi ^+: Ay r-vetores decomponíveis 
ta 
em AE. Tem-se x = y se, e somente se, existe uma matriz r x r, 


Š r só > 
a= (a); tal que yi = dy Oi e det (a5) =], 
i= 


6 


Formas Exteriores 


As formas r-lineares alternadas sobre um espaço vetorial E são chama- 
das formas exteriores de grau r sobre E. A razão deste nome é uma 
interpretação bastante conveniente de XA, (E; R) como uma potência ex- 
terior AE". 

É um fato conhecido que certas construções com formas lineares 
são mais fáceis de definir do que suas análogas com vetores. Isto se 
deve à circunstância de que as operações (adição e multiplicação por 
escalar) num espaço vetorial abstrato E são admitidas axiomaticamente, 
enquanto que as operações no seu dual E* são definidas explicitamente. 


A interpretação de A,(E;R) como AE* é um caso particular do 
princípio filosófico acima enunciado. 

Sao freqtiéntes em Matemática situações em que se necessitam con- 
siderar apenas potências exteriores do tipo AE", onde E* é um espaço 
vetorial cujos elementos são formas lineares. (Exemplo: cohomologia de 
De Rham.) É útil portanto observar que a r-ésima potência exterior de 
um espaço dual possui uma descrição simples, como mostraremos agora. 

Vimos no capítulo anterior, com base na Proposição 3, Capítulo 3, 
que a aplicação r-linear y: E* x --- x E* > A (E; R), definida por 
o(ft,...,f") = A- (fl. f?-...- f”), satisfaz os axiomas de um pro- 
duto exterior. Assim, dadas as formas lineares f!....,f” € E*, indi 
caremos com f! A f2A-:- A f" a r-forma linear alternada obtida por 
anti-simetrização do produto tensorial fl. f2..... f". A proposição 
abaixo mostra como a forma r-linear alternada f! A f? A^--- A f” opera 
sobre os vetores v1,...,vr EM(E;R). 
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Proposição 1. Dados vy,...,vw € E e f',..., fT € E*, tem-se 
(PAPAS... 0) = det(f(u;)), 


onde (f'(v;)) indica a matriz r x r cujo i-ésimo vetor linha é 
(Fwi), (ur). 

Demonstração: Temos fA fA e Af = A (f fe fS 
5-8, D. pe o Logo 


(AA fas... ,0r) 
= Y eef Dm) fo (5) e f7) (up) 


= det(f'(v;)) 


de acordo com a expressão clássica do determinante. 


Assim, dados os funcionais lineares ft, f2,...,f” € E*, seu produto 
exterior é a forma r-linear alternada ft A f? A--- A f” sobre E tal que 


(PAPA ASu,...,vr) = det(F(v;)), 
para quaisquer v1,..., Ur E E. Isto nos leva à 
Proposição 2. Para todo espaço vetorial E, tem-se o isomorfismo 
canônico AE" ~ (AE)*. 
Demonstração: Basta comparar as extremidades da cadeia: 


AB*=A(E;R) ~ L(AE;R) = (AE)*, 


na qual o isomorfismo canônico do meio é fornecido pelo Corolário 2, 
Proposição 3, Capítulo 5. 


r e 
Interpretaremos o isomorfismo canônico \E* = (AE)* do seguinte 
E 
modo. Cada “r-vetor covariante” (elemento de \E*) age como funcional 
r 
linear sobre AE de tal modo que o r-vetor decomponivel f! A---A f” € 


8 Tr 
AE" opera sobre vı A++- Av, € AE assim: 


(FPA PPA Af"): (tr A+++ A ur) = det(f'(vj)). (*) 
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No caso geral, um elemento g € AE" é uma soma de r-vetores decom- 
poníveis, g = Lg”, bem como cada x € AE se escreve z = Xrj, com cada 
x; decomponível, e g(x) = ag g (zj). Basta, porém, saber como opera 
cada elemento decomponível de AE* opera como funcional linear sobre 


um elemento decomponível de AE. Isto se faz de acordo com a relação 
(*) acima. 


Exercícios 


1. Prove que, dada uma base E = (e1,...,em) em E, a base de (AB) 


n 7 r 
constituida pelas r-formas e/! \---Ae/” é dual da base de AE cujos 
elementos são os r-vetores e A cc A eg, 1 € J4 € sr jr € m. 


2. Sejam f, f!,...,f" € E* e w,...,Ury1 E€ E. Prove que 


AAA prega = 
r+1 
ia Fe 1r (ui) Oldies; Ud; Mad Ur) 


onde g = fi AA f". 


í 


Aplicações Induzidas 


Seja T: E — F uma transformação linear. Para cada inteiro posi- 
tivo r, consideremos a aplicação Tp: E x xx E — AF , definida por 
T.Gn,... Ur) = (T -01) A A (T -vr). 

Verifica-se facilmente que T, é r-linear alternada. Segue-se então da 
Proposição 3, Capítulo 5, que existe uma única transformação linear 


r r P 
AT: ABES AF 


tal que 
E E N o 


quaisquer que sejam v1,..., Ur E E. 

Diremos que AT: ABES AFéa transformação linear induzida por 
T em AE, ou ainda, que AT é a r-ésima potência exterior de T. 

Evidentemente MSoT) = (AS)o(AT) eA (identidade) = identidade. 
Segue-se que se T é um isomorfismo então AT é um isomorfismo, para 
todo r, valendo (AT)! = MT. 

Agora obteremos a matriz de AT em termos da matriz de T. Dadas 


as bases ordenadas (e1, .. . , €m) em E e (wy,..., Wn) em F, seja a = (a) 


a matriz n x m de T em relação a estas bases. Isto significa que, para 
cada j = 1,...,m, temos 


n 
— À onini 
=> a; ' Wi. 
i=1 
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As bases correspondentes para AE e AF consistem, respectivamente, 
dos r-vetores ex = em Ntt A eg,, K = {k1 < ka < -< kr} C Ime 
wy = Wh AA wz, J = {ji < j2 < < jr} C In. Para cada um 
desses subconjuntos K: 


(AT) ex =T- ep, AT eg Av AT ek, = X deta us, 
J 


conforme resulta do Corolário da Proposição 5, Capítulo 4, ou do cálculo 
das coordenadas de um r-vetor, feito no Capítulo 5. 

Vemos portanto que se a = (ai) é a matriz da transformação linear 
T: E > F relativamente às bases (e;) em E e (w;) em F, então a matriz 


da transformação linear induzida AT: AE — AF relativamente às bases 
correspondentes em AE e AF é a matriz (1) x iy cujos elementos sao os 
determinantes det(a#-), menores r x r da matriz a. Tal matriz chama-se 
a r-ésima potência exterior da matriz a e é representada pela notação 
e 
Temos Aa = (Aj), onde A% = det(aj.). As linhas de Ae (em 
número de (")) têm como índices os subconjuntos J C I, com r elemen- 
tos, enquanto suas (7) colunas têm como índices os subconjuntos K C 
Im com r elementos. Evidentemente, dadas as matrizes œ € M(n xm) e 
B € M(pxn), tem-se A(B-0) = (AB) (Aa). Além disso, Nae) = Toes 


onde p = (7) eq = (7). Segue-se que se a € M(m x m) é invertível, 


então, para cada inteiro r, ha é invertível, sendo (Aa)! = A(a 1). 

A forma da matriz de AT tem relação com o posto de uma trans- 
formação linear T: E > F, o qual é definido como a dimensão da 
imagem T(E), isto é, como o maior inteiro r tal que existem vetores 
U1,...,Ur E E com T -v1,...,T -vp linearmente independentes, ou seja, 
com Pv A^ AT- w sé 0. 

O posto de T: E — F pode portanto ser caracterizado como o maior 
inteiro r tal que a transformação linear induzida AT: AE > AF é não- 
nula. 

Ou ainda, o posto de T é o maior inteiro r tal que algum determinante 
menor r xr (digamos det(a.)) de uma matriz a de T é não-nulo. Assim, 
o posto de T é igual ao posto de qualquer de suas matrizes. 

Uma transformação linear T: E — F possui uma adjunta T*: F* — 
E*, definida por (T* - f)-v = f(T .v) para todo funcional linear f € F*. 
Em outras palavras, dado f € F*, temos 7“. f-— fof. 
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Para cada inteiro r > 0, a transformação adjunta T*: F* > E* 
induz uma transformação linear 


MT: A F* — AE". 


Ora, AF" = A-(F;R) e AE" = A-(E;R). Já definimos no Capítulo 
4, uma transformação linear T7”: A(F;R) > A (E; R), induzida por 
T, através da relação (TF. f)(v1,..., 0r) = f(T “sn... Tor), para 
quaisquer f E€ A(F;R),vi,...,vr E E. 


Proposição 1. A(T*) — T7, 


” 
Demonstração: Basta provar que A(T*) -w = T7“ . w para qualquer 
r-forma decomponível w = ft A--- A f”. Para isso, tomemos vetores 
arbitrários v1,...,vr E E. Temos sucessivamente 


Tr 


[(AT*) =) (v1, ..., Ur) 


Im 


(Té fla. ATE f ort 
det[(T” - f’) - vj] É detlf(T - u;)] 
(FENA f)(T a... Ta) 
(Tan... Teor) £ (TË w)(vr,..., Ur). 


Ie Il 


lle 


A igualdade 1 é a definicao de AT“. As igualdades 2 e 4 sao a definicao 
da forma r-linear alternada que é produto exterior de r formas lineares 
dadas. A igualdade 3 vem da definição da adjunta T*. A igualdade 5 é 
meramente a definição de w. Finalmente, a igualdade 6 é a definição de 
Tá, 


Tr T r 
Corolário. O isomorfismo canônico AE" ~ (AE)* identifica AT“: 
w ta r T 7” 
AF“ — AE" com a adjunta (AT)*: (AP)* > (AE)*. Mais precisamente, 
o diagrama abaixo é comutativo: 


r NT* r 
AF" LE, AE" 


| | 
~| I“ 
(Ary SO (AB) 


onde as setas verticais indicam os isomorfismos canônicos. 
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rT P 
Com efeito, o isomorfismo canônico AF“ =x (AF)* associa a cada 


r = r fev 
forma exterior w E€ AF* o funcional linear w € (AF)* tal que w(v, A ---A 
Ur) = w(v1,...,Ur) sejam quais forem v,,...,vr € F. De modo análogo 


T r va 
opera o isomorfismo canônico AE* = (AE)*. Ora, para w € AF“ e 
ui... Ur E E arbitrários, a Proposição 1 agora demonstrada nos dá: 


(AT cw + (uy Aice A ur) = (ATO wl(u,..., Ur) 
(TË -w)(ui,..-, Ur) = w(T -u1,..., T ur) 


=Õ(T -u A AT- ur) = AT A+++ A ur)] 


Exercícios 


1. Seja m = dim E. Dado o endomorfismo linear T: E > E, prove 
que AT: AE — AE é dado por (AT) -x = det(T) - x para todo 
TE AE. 


2. Seja T: E > F uma transformação linear de posto p. Prove que, 
r y r 
para todo r < p, o posto de AT: AE — AF é (2). 


8 


A Algebra de Grassmann 


Desejamos definir o produto de um r-vetor sobre E por um s-vetor sobre 
E, dando como resultado um (r + s)-vetor sobre E. Isto significa definir 
uma aplicação bilinear 


r r+s 


(AE) x (AE) > A E. 


Seja A, s(E; F) o subespaço vetorial de L, ,s(E; F) que consiste nas 
aplicações (r + s)-lineares de E em F que são alternadas separada- 
mente nas primeiras r e nas últimas s variáveis. O isomorfismo canônico 
L(B;L(E;F)) = Ls(E; F), introduzido na Proposição 1, Capítulo 2, 
induz, por restrição, um isomorfismo A(E;As(E;F)) = Ars (E;F), 
como se verifica sem dificuldade. Segue-se então daquela proposição, 
juntamente com o Corolário 2 da Proposição 3, Capítulo 5, que se tem 
a sequência de isomorfismos canônicos: 


L(AE, AE; F) © L(AE; C(AE; F)) © A(EA(E; F)) 
x A (E; F). 


Tomando os extremos desta cadeia, obtemos: 
r S 
L(AE, AE; F) ms A, (E; F). 
Este isomorfismo significa que dar uma aplicação bilinear 


A r 


f: (AE) x (AE) > F 
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é o mesmo que dar uma aplicação (r + s)-linear f: Ex ix E > F 
que seja alternada separadamente em relação às r primeiras e às s 
últimas variáveis. As aplicações f e f estão ligadas pela relação 


flui Pee Ap Di AU) ST ig as Up Vies) 
Por conseguinte, se considerarmos a aplicação (r + s)-linear 
r+s 
A:E xx E — AE, que é alternada mesmo no sentido absoluto, 


concluiremos que existe uma, e uma só, aplicação bilinear 


r r+s 


p: (AE) x (AE) > N E, 


tal que (u1 A+++ A Up, U1 A A ua) = Ua A AUp AVLA A ús para 
quaisquer u1,..., Us E E. 


T s r+s 
Dados « € AE e y € AE, escreveremos simplesmente «Ay E AE 
em vez de y(x, y). O (r+ s)-vetor x Ay será chamado o produto exterior 
do r-vetor x pelo s-vetor y. Escreveremos também A em vez de q. 


fy s r+s 
Enfatizamos que o produto exterior A: (AE) x (AE) > AE é a 
única aplicação bilinear que, para elementos decomponíveis, cumpre: 


(ty A =: Au) A (VA A Ug) = a Ã CAUÃ 01 AP A Us 


Tr s r+s 
Nem sempre A: (AE) x (AE) > A E é alternada. Isto se dá quando, 
e somente quando, ambos os números r,s são ímpares. E o que se 
depreende da proposição abaixo. 


has . T s r+s 
Proposição 1. O produto exterior A: (AE) x (AE) > A E goza das 
seguintes propriedades: 


t 
1) eA(yAz) = (aAy)Az, para quaisquer x € AE, y E AE, ZEAE. 
2) Sexe AE eye AE então x Ay =(—-1)"yAz. 
iis S 
3) (xt+a2')Ay=axAy+a' Ay, para quaisquer z, x' € AE, y € AE. 


4) (ax) ^y = z A (ay) =a- (x ^y), para todos a € R, « € AE, 
y € AE. 
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Demonstração: Como todo multivetor é soma de elementos decom- 
poníveis, basta demonstrar as relações acima no caso em que © = u1 ^ 
Aut =u AA Y =A As ez = wA Aw. Neste caso, 
ambos os membros de 1) são iguais a u4 ^- -AU AVIA: + AUVs AWA: + Awe. 
Quanto a 2), quando u,v € E, temos u Av = —v ^u. Segue-se que 
Uy At A Up Avy A+++ A Us = (-1)"801 A+++ Avs Au A+++ A Up porque 
são necessárias s mudanças de sinal para colocar cada um dos r vetores 
tui no seu lugar próprio, na frente dos vj, começando com u1, depois ua, 
etc. Finalmente, as relações 3) e 4) exprimem apenas a bilinearidade da 


+ 
multiplicação A: (AE) x (AE) AE. 


Consideraremos a soma direta de espaços vetoriais 
2 m 
AE=R@E@AES::-@AE, 


m 

onde m = dim E. A dimensão de AEF é igual a E (7), ou seja, 2”. 
1 

Cada elemento z € AE pode ser escrito, de modo único, como soma 


EM 
z = zo + zi +: +m, čz EAE, r=O0,1,...,m. 


0 1 
Recordemos que AFE = Re AE = E, de modo que 29 é um escalar e z1 é 
r 
um vetor em E. Os elementos zp € AE tais que z = Xz, são chamados 


r 
as componentes homogêneas de z. O número r é o grau de 2, E AE. 
Definiremos uma multiplicação em A É, isto é, uma aplicação bilinear 


a 
AE x AE — AE, pondo, para z = iz, e w = Yw,, Zr, Wr ENE, 


z Nw = (z0 +21 + + 2m) A (wo +w ++ wm) 


= zowo + (zow + 21W0) + (zow2 + 21101 + z2w0) +... 


onde, por simplicidade, escrevemos z;w; em vez de z; A wj. 
Evidentemente, na definição do produto z A w, o que fizemos foi 

impor a propriedade distributiva, dispensando de escrever os produtos 

2; A w; com i+j > m pois estes são iguais a zero. Notamos, além disso, 


0 r 
que se zo E€ AE é um escalar, então, para todo zr € AE, zo A Zr é, por 
definição, meramente o produto usual de um escalar por um vetor. 
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Esta multiplicação torna AE uma álgebra associativa com elemento 


0 . 
unidade (a saber, 1 € AE = R), chamada a Algebra de Grassmann do 
espaço vetorial E. 
A álgebra de Grassmann A é uma álgebra graduada, ou seja, é 


soma direta de componentes homogêneas AE tais que (AE) : (AE) C 


r+s 
A E. Além disso, ela é uma álgebra graduada anti-comutativa, isto é, 


Ay = (-1)"yAz quando x € AE e ye AE são elementos homogêneos 
de graus r e s respectivamente. 

Uma base ordenada E = (e€1,...,€m) em E determina uma base em 
AE, formada pelos elementos ey = ej, A:--Ae; onde J = {j1 < -+ < jr} 
percorre todos os subconjuntos de Im. Quando J = Ø (vazio), poremos 
ey = 1. Assim a dimensão de AE é o número de subconjuntos de Im e, 
novamente, constatamos que dim(A E) = 2”. 

A álgebra de Grassmann AF é gerada por {1} e E, goza da propri- 
edade de ser v A v = 0 para todo v € E e sua multiplicação não satisfaz 
nenhuma relação salvo as que decorrem desta. Ou seja, AE é a álgebra 
livre associativa e anti-comutativa, gerada por {1} e E. Esta afirmação 
significa que a proposição abaixo é verdadeira. 


Proposição 2. Sejam E um espaço vetorial e A uma álgebra associativa 
com unidade 1. Seja f: E > A uma transformação linear tal que f(u) - 
f(u) = O para todo vetor u € E. Então existe um único homomorfismo 
(de álgebras) F: AE > A, tal que F(1) = 1 e F(u) = f(u) para todo 
ue E. 

Demonstração: Para cada inteiro r > 0, seja fp: Ex- xE—Aa 
aplicação r-linear definida por fr(u1,..., ur) = f(u1)- f(u2)-...- flur). 
Em virtude da relação f(u) - f(u) = 0, cada fy é alternada. (Vide 
Exercício 11, Capítulo 3.) Logo, para cada r > 0, existe uma única 


aplicação linear f,: AE = Atal que 
fén A+++ A ur) = (ua) flu) +- (ur). 
Seja também f: R — A dada por Í (A) = À-1€ A. Definamos agora 
F: AE > A pondo 
F(z + 21 ++ 2m) = fo(z0) + filer) +--+ + frm) 
Verifica-se imediatamente que F é um homomorfismo da álgebra A na 


0 
álgebra A, que leva 1 em 1 e coincide com f em E = AE. A unicidade 
de F nestas condição é óbvia pois AE é gerada por {1} e E. 
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Corolário. Seja T: E > F uma transformação linear. Existe um único 
homomorfismo de álgebras AT: AE > AF tal que (AT)-v =T -v para 


r 
todo v € E. Em cada componente homogênea AE, AT coincide com 


a transformação linear induzida AT: AE — AF. Finalmente, dadas 
T: E — F, 5: F —G, tem-se \(S oT) = (AS) 0 (AT). 


Observação: Chamamos a atenção mais uma vez para o fato de que, 
em AE, tem-se z A z = 0 sempre que z for decomponível (de grau > 0) 
ou quando for soma de componentes todas de grau ímpar. Fora desses 
casos, não se pode assegurar que z A z = 0. Por exemplo, se e1,€2,€3 e 
e4 são elementos de uma base de E, então, pondo z = ei A ea + e3 A eq, 
tem-se z A z = 2- e1 A ea A ea A ea #0. (Em particular, concluímos que 
z não é decomponível.) 

Examinaremos agora a correspondência entre r-vetores decomponi- 
veis em E e os subespaços vetoriais de dimensão r em E. 


Proposição 3. a) Seja (u1,..., Ur) uma base ordenada do subespaço 
vetorial S C E. Pondo z = wA---Aw,, tem-se S = (ve E; vAz — 0). 
b) A fim de que duas seqtiéncias (u1,..., ur) e (v1,..., Ur) de vetores 


linearmente independentes em E gerem o mesmo subespaço S C E é 
necessário e suficiente que se tenha uy A -:-Aur=ÀA-(v/A---Avr) para 
algum À E R 


Demonstração: a) Temos v Az =v Au, A^- Au. LogovA z= 0 
se, e somente se, os vetores v,w1,...,Ur são linearmente dependentes. 
Como os u; são independentes, temos v A z = 0 se, e somente se, v é 
combinação linear dos u;. Em outras palavras, v Az = 0 GS ves. 

b) Seja u1 At- -Aur = A-(v, A-+-Au,). Então necessariamente À sé 0. 
(Vide Proposição 2, Capítulo 5.) 

Logo vA(u1A:-:Aur) = 0 & vA (v1 Ac Avr) = 0, para todo v € E. 
Portanto (u1,..., Ur) e (v1,..., Ur) geram o mesmo subespaço vetorial 
S C E, de acordo com o item a). Reciprocamente, se (ui... Ur) € 
(v1,...,Vr) geram o mesmo subespaço (r-dimensional) S C E então, 
sendo dim AS = 1, e tendo-se uy A+++ A Up € AS, vp A+++ Av, E AS, 
segue-se que ug A++- A Ur = A- (v1 A++ Av) para algum à € R. (Vide 
observação final do Capítulo 5.) 


T 
A cada r-vetor decomponível não-nulo z = uy A++- A ur € AE as- 
sociaremos o subespaço r-dimensional S, C E, gerado pelos vetores 


Cap. 8 A Álgebra de Grassmann 57 


u1,...,Up. À correspondência z +> S, é bem definida porque o subes- 
paço S é formado pelos vetores v € E tais que v A z = 0, portanto não 
depende da maneira de exprimir z como produto exterior de r-vetores. 

Além disso, dados os r-vetores decomponíveis não-nulos z, w € AE, 
temos S; = Sy & z = Aw, A E€ R — {0}. 

Assim, dado um espaço vetorial E, existe uma correspondência biu- 
nívoca entre subespaços vetoriais de dimensão r em É e classes de r- 
vetores decomponíveis não-nulos, dois r-vetores decomponíveis z,w € 
AE estando na mesma classe se, e somente se z = Aw, A E€ R — {0}. 

A correspondência z +> S, goza das propriedades estabelecidas na 
proposição seguinte. 


Proposição 4. Sejam w = u1 A: A Up € z = UA AUVs elementos 
decomponíveis não-nulos em AE. Tem-se 


a) Sw CSeez=yAw, ye NE. 
b) Sus = Sur 40: 
c) Se A & 40 então Suas = Sw 6 Sz. 
Demonstração: a) Se Sw =C S, então existe uma base 


(y1,...5Ys-r,Z1,...,Zr) em Sz tal que (x1,...,xr) é uma base de Sw. 
Logo #1 A++- A £r = À- w, com Ac R, e existe u € R tal que: 


Z = pyri AN "rr A Var ANTIA A Lp 
= (pyi Ac A Ys=r) A (Aw) 
= (Ay ^ AYys-r) Aw = yA, 
onde pomos y = Auyy A++- A Ys-r. Reciprocamente, se z = y A w então 
v Anw=0 => vz = (—1)"y A (v ^w) = 0, logo Sw C Sz. 


b) Temos Sw NS, = {0} & (u1,..., Ur, U1, ..., Us) são linearmente 
independentes S w A z = u1 Att AUr AVA Av sé 0. 


c) Dado v € E, temos v € Synz @ vA (wA z) = 0 ee v é com- 


binação linear de u1,..., Ur, V1,...,Us. Por outro lado, sendo S gerado 
por U1,..., Ur € S, gerado por v1,...,vs, temos v E Sw ES, Sv é 
combinação linear dos vetores Uj,...,Ur,V1,..-,Us. Assim v E Swarz = 
V E Sw 6 Sz. 


Daremos agora duas aplicações da multiplicação de Grassmann. A 
primeira é uma dedução da regra de Cramer e a segunda é o desen- 
volvimento de Laplace de um determinante, o qual será, por sua vez, 
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aplicado a fm de obter uma expressão explícita do produto exterior de 
duas formas multilineares alternadas. 

A regra de Cramer fornece uma expressão para a solução de um 
sistema de m equações lineares a m incognitas: 


alz! + alz? .+al z” — bl 
air! + aba? eae a =b? 


ala! + afta? +... + amam =p, 


Além de tomar o número de equações igual ao número de incógnitas, 
suporemos que a matriz a = (ai) é invertível, isto é, suas colunas 
são linearmente independentes, ou seja, det(a) # 0. Introduzindo os 
vetores-coluna aí = (al, af,...,a®),...,am = (al, as... an) e b = 


(b',...,b™) em IR” vemos que resolver o sistema acima significa obter 
os números x!,..., x” tais que 


ta tera + tao an =b. 


Como os vetores q1,...,am constituem uma base de IR”, os números 
x! são as coordenadas do vetor b relativamente a essa base. Logo, a 
solução (x!,...,a”") existe e é única. O problema resolvido pela regra 
de Cramer é o de dar uma fórmula para tal solução. 

Para cada i = 1,...,m, seja a[b;i] a matriz m x m obtida de a 
substituindo-se a coluna a; por b. Temos: 


Proposição 5. (Regra de Cramer.) Para cada i = 1,...,m, tem-se: 


, _ det(albs à) 
det(a) ` 


Demonstração: Para cada i € Im, multipliquemos a igualdade 
m 


5 via; = b exteriormente, à esquerda por a A++- A a;-1 e à direita 
j=1 

por aj41 A++- A am. (Se i = 1 nao multipliquemos à esquerda; nem à 
direita quando for i = m.) Resulta: 


ay A Aa A(Lxa;) Aa Ac A am 
ALA CL Adi- ADA ipi A A am 
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ou seja 
t+ (a, Att Aam) = 01 A+++ Adi- NDA dip Ac A Gm: 
Seja e =e, A++- A em. Temos: 


a A: A am = det(a)-e 


arc Adi- ADA aigi A+++ A am = det (afb; i]) - e. 


Concluímos que 
x’ - det(a) - e = det (afb; i]) - e. 


m 
Como e € AE é uma base, a Proposição 5 está demonstrada. 


Seja a = (ai) uma matriz m x m, cujos vetores-coluna indicaremos 
com Q1,..-,@m. Fixemos um subconjunto K = {k1 <--- < kr} C Im 
com r elementos. Introduzamos a notação K’ = In — K. O desen- 
volvimento de Laplace do determinante de a relativamente às linhas 
determinadas por K fornece uma expressão de det(a) como soma dos 
produtos da forma + det (a$) - det(a%,), onde J C Im percorre todos os 


subconjuntos de Im com r elementos e J’ = Im — J, conforme convenci- 


onamos. 

Dado o subconjunto J = {j1 < j2 < --- < jr} C Im, seja J’ = (31 < 
ja <- < jm-r) O seu complementar. Indicaremos com e(J) o sinal da 
permutação (91,92, Gis pI Tiss ps dma) ou seja, e(J) = (—1)”, onde 
p é o número de pares (j, j’) onde j € J, j} € J'ej'< j. A regra de 
Laplace é a seguinte: 


Proposição 6. Seja a uma matriz m x m. Fixado um subconjunto 
K C Im, temos 


det(a) = e(K) 3 e(J) det(a} ) - det(az’), 
J 


onde a soma se estende a todos os subconjuntos J C Im com o mesmo 
número de elementos que K. 


Demonstração: Seja Ré C R” o subespaço gerado pelos vetores ex 
da base canônica de R™ tais que k € K. Temos R™ = RÉ GR”. 
Em particular, cada vetor coluna de a se escreve, de modo único, como 
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a; = b; + c;, onde b; E RÉ ec e RÉ. Seja e = e1 A++- A em O único 


elemento da base canônica de ARM. Podemos escrever: 
det(a) -e = a1 A+++ A Gm = (bi + c1) A (b2 + c2) A+++ A (bm + cm). 


O produto à direita se distribui numa soma de parcelas do tipo dy AA 
dm onde, para cada i, ou d; = b; ou d; = ci. Seja r o número de elementos 
de conjunto K. Se uma dessas parcelas contiver mais de r fatores b;, ela 
se anula, pois dim RÉ = r. Pelo mesmo motivo, nenhuma parcela pode 
conter mais de m — r fatores c;. Logo, restam apenas as parcelas que 
são produtos de r fatores b; e m — r fatores c;. Agrupando os fatores b; 
no começo de cada produto, em ordem crescente dos índices e os fatores 
c; no fim, também com os índices em ordem crescente, obteremos 


det(o) -e = So e(J)by, Ag A Ge Ney NENG as 
J 
a soma estendendo-se a todos os ae Ji a je C Im 


com r elementos, sendo J’ = {Jj <--+< jj,_,}. Escrevendo 


TK TEE Kr 
eK = ek, Acc Aer, E AR”, ex = ep N Neg € A R 


onde 
K= {ki < <k} e K=(kj<o<kmrh 
temos 
bj, A+++ A bj, = det(ab) - ex, cy At Ace = = det(a 5 ) ep. 


Por conseguinte, 


det(a) - e = 5 e(J) det(at ex A det (a) - ex 


J 

= 5 e(J) det(af) - det(af Jex A ex 
J 

=e(K) > e(J) det(a) det(af ) -e 


J 


Igualando os coeficientes de e, obtemos a fórmula de Laplace. 


Observação: O número «(K)c(J) det(a =) chama-se o complemento 
algébrico do determinante menor det (ak 5). Assim, a Proposição 5 afirma 
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que, fixado um conjunto Ko de linhas de a, (cujos índices estão em K) o 
determinante de a é a soma dos produtos de cada determinante menor 
extraido de Ko pelo seu complemento algébrico. Evidentemente, uma 
fórmula análoga vale para colunas de a. 

Corolário 1. (Desenvolvimento segundo os elementos de uma linha.) 
Seja Mí = det(a it) = menor obtido por omissão de k-ésima linha e 
da j-ésima coluna de a. Então 


Isto é um caso particular da fórmula de Laplace, onde o conjunto K 
se reduz ao único elemento k. Neste caso, e(K) = (—1)*-1 e, para cada 
J = {j} C Im, também e(J) = (=1) +. Logo e(K)-e(J) = (PM, 
Além disso, det(a‘*) = af e det (a) = Mí. Segue-se que 


det(a) = X (1) Mai Mf. 


m 


“o 
H 


Esta é a expressão do desenvolvimento de det(a) segundo os elementos 
da k-ésima linha. Vale também a fórmula 


det(o) = > (—1) a} ME, 


que fornece o desenvolvimento de det(a) segundo os elementos da 
j-ésima coluna de a. 


Corolário 2. Seja a = uma matriz m xm, onde B é r xr. 


o 
y 6 


0 é a matriz nula r x (m—r), y é (m——r) xr eó é(m-r)x(m-r). 


Então det(a) = det(() - det(ó). 


Com efeito, considerando o desenvolvimento de Laplace de œ em 
relação às suas primeiras r linhas, vemos que o único menor r xr extraido 
dessas linhas que não contém uma coluna de zeros é det(/), cujo comple- 
mento algébrico é det(d). (De fato, 8 = ais, com A == (LasThe 
por conseguinte e(K) = e(J) = (—1)° = 1.) Logo, a fórmula de Laplace 
se reduz a det(a) = det() - det(ó). 
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Examinemos agora a álgebra de Grassmann AE*. Fazendo uso da 
interpretação AE* = A (E; R), a multiplicação de Grassmann nos for- 
nece uma aplicação bilinear A, (E; R) x A(E;R) > A, s(E;R). Como 
descrever explicitamente a forma (r +s)-linear alternada f Ag em termos 
das formas f e g? A resposta é a seguinte: 


Proposição 6. Se f € A(E;R) eg E AME;R) então f Ag E 
A ss(E;R) é dada por 


(f A g)(ur, tee sürte) = SNe tee ,Uj,) E g(uji; tee suje), 


J 


onde w1,...;U+s E E são quaisquer, J = {j1 < see < jr} percorre 
todos os subconjuntos de r elementos em Lys e J! = {jp <- < ji} = 
Ira — J. 


Demonstragao: Ambos os membros da igualdade proposta depen- 
dem bilinearmente de (f,g) e toda forma alternada é soma de for- 
mas decomponiveis. Logo, é suficiente demonstrar a igualdade quando 
fa=fia--Afleg=frtta---A ft, onde as f* são formas linea- 
res. Neste caso, (f A g)(u1,.--,Ur+s) é igual ao determinante da matriz 
a = (f'(u;)), que tem r+s linhas e r+s colunas. Consideremos o desen- 
volvimento da Laplace desse determinante em relação às suas primeiras 
r linhas, ou seja, fixemos K = {1,2,...,r}. Então e(K) = 1 e, para 
cada J = {ji << jr}, det(af) = det(f*(u;)) = f(uy,.--,Uj,), 
enquanto det (a) = guy, ..., Uj). Por conseguinte, 


(F Ag)(ua,--+,Urts) = det(F (us) 
= SAD fujo. Ugo) (ty, cs gr). 
J 


Exercicios 


1. Seja r ímpar. A aplicação bilinear A: (AE) x (AE) > AE, definida 
por Alu A+++ A Up, Vy A+++ A Up) = üj As ANAU AV A+++ A Up, 
é alternada. Pergunta-se: é A um produto exterior? Justifique a 
resposta. 
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. Seja Lo(E) = RE L(E;R) 6 Lo(E;R) @... Defina em Lo(E) 


uma estrutura de álgebra graduada associativa, por meio do pro- 
duto tensorial. Com a notação do Exercício 4, Capítulo 3, seja 


Noo(E) = & N,(E). Prove que No(E) é um ideal bilateral em 
r=0 


Lo(E) e que a álgebra quociente Lo(E)/Noo(E) é isomorfa à 
Algebra de Grassmann A(E*). 


. Sejam v1,..., Ur E E linearmente independentes, onde dim E = m. 


Prove que o conjunto S = (uAv,A-:-Av,; u € E) é um subespaço 


E . e r+1 
vetorial de dimensão m — r em A E. 


r r+s 
. Dados x € AE eg é€ A E, diremos que z é divisível por x quando 


existir y € AE tal que z = z ^y. Prove que um (r + 1)-vetor 


r+1 oa, 
ze A E é divisível por um vetor v € E se, e somente se, vA z = 0. 


. Sejam u1,..., ur linearmente independentes. Prove que um (r+ s)- 


r+s Mean 
vetor z € A E é divisível pelo produto u1 A --- Au, se, e somente 
se, é divisível por cada um dos fatores u1,..., Up. 


X 
. O posto de um r-vetor z € AE é a menor dimensão p de um 


subespaço S C E tal que z € AS. O posto de um r-vetor z £ 0 é 
2 r. Tem-se posto de z igual a r se, e somente se, z é decomponível. 
(Vide também Exercício 7, Capítulo 5.) 


. Prove que nenhum r-vetor tem posto r + 1. (Vide Exercício 1, 


Capítulo 5.) 


2 
; Dado z = ei A ea + €1 A ea +e3 A ea E€ ARS, prove que se zAv=0 


para algum v € Rt então v = 0. Conclua que z tem posto 4. 


. Sejam u1, U2,...,U2r—1, U2, vetores linearmente independentes no 


espaço vetorial E. Pondo z = uy A uo + u3 A ua t+: + Uap A Uor, 
prove que z” = rlu Aug A --- A ug, e conclua daí que o bivetor z 
tem posto 2r. [Nota: 2" = zAzA---/Az (r fatores)]. 


2 
A finalidade deste exercício é provar que todo bivetor z £ 0 em AE 
pode ser escrito sob a forma z = ey A ea +--+ + €e2r—1 A ear, onde 
e1,...,€2 sao linearmente independentes. Segue-se do exercício 
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11. 


12. 


13. 
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anterior que 2r é o posto de z. (Em particular, todo bivetor tem 

posto par.) Para isso, ponha z = 5, ajjuj A uj, em termos de uma 
i<j 

base (u1, ..., Um) de E, onde aj. sé 0. 


a) Escreva e; = ua us — e. E Um € €2 = 445145 + asus + 
“+ aim um. 
Mostre que e1,€2,u3,...,Um SãO linearmente independentes. 


b) Prove que, escrevendo z = ei A ea + 21, O bivetor 2; não é 
divisível por ui nem por u2. 


c) Escreva zı como combinação linear dos produtos uj A uj (2 < 
i < j) e, se for z1 sé 0, repita com zı o processo indicado em a). 
Mostre que isto conduz finalmente a uma expressão z = ey A ea + 
ea A ea ++++ + e2r—1 A er. 


Um bivetor z # 0 tem posto 2r se, e somente se, r é o maior 
inteiro positivo tal que 2” # 0. (Em particular, um bivetor z 4 0 
é decomponível se, e somente se, z? = 0.) 


2 
a) Seja z € AE um bivetor arbitrário. Dada uma base ordenada 
m 
(e1,...,em) em E existe uma única expressão z = >, Aijei ^ e; 
ij=1 
tal que Aj; = —Aji. Ponha A = (Aij), matriz m x m. 


m 

b) Se (u1,..., Um) é outra base ordenada de E, seja uj = >, Bijei, 
i=1 

isto é, B = (Bij) é a “matriz de passagem” dos e; para os uj, por- 


m 
tanto é uma matriz invertível. Mostre que então z= 5, Ciju; A 
ij=1 
uj, com Cj; = —Cj;; e a matriz C = (C;;) é dada por C = BA'B. 
Conclua que o posto da matriz A = (Ajj) em (a) depende somente 
do bivetor z mas não da base (e;). 


m 
c) Prove que o posto do bivetor z = 5, A;jei^ej é igual ao posto 
ij=1 
da matriz anti-simétrica A = (Ajj). 


Seja z = zo + z1 +--+ zm (2r € AE) um elemento da álgebra de 
Grassmann AE. Para que z seja invertível é necessário e suficiente 
que zo sé 0. 


Cap. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


8 A Algebra de Grassmann 65 


” 
Seja z € AK um r-vetor (decomponível ou não). O subespaço 
vetorial S, = {v € E; v Az = 0} tem dimensão < r. Tem-se 
dim S, = r se, e somente se, z é decomponível. 


As seguintes condições acerca de um elemento z da álgebra de 
Grassmann AE são equivalentes: a) z pertence ao centro de E 
(isto é, z Ax = x ^z para todo x € E); b) zAx=2Az para todo 
elemento invertível x € AE; c) Se dim E é par, então z = Dz, 


p 
onde zr € AE e, para todo r ímpar, zr = 0. 


Sejam a uma matriz m x m e I a matriz identidade m x m. Para 
quaisquer números reais x,y, tem-se 


det(xa + yI) = > tr(Aa)a” pp 
O<r<m 


[Sugestão: Tome a base canônica (e1,...,em) em R”, desenvolva o 

produto (xà-er+yei)A(xã-es+yeo)A-:-A(xã-em+yem) e observe 

que tr(Aq) = 5 det(ay), onde J C Im percorre os subconjuntos 
J 


com r elementos.) 


Sejam T: E > E um endomorfismo e AT: AE > AE o endomor- 
fismo induzido. Prove que tr(AT) = det(I + T), onde I: E > E é 
a aplicação identidade. 


Se J C Im tem r elementos e K C Im tem m — r elementos mas 
K # J', prove que 57 e(I)det(a})det(aț) = 0, onde a soma se 
T 


estende a todos os subconjuntos I C Im com r elementos. 


Sejam f: E — F uma transformação linear e Af: AE > AF o 
homorfismo induzido. Prove que o núcleo de Af é o ideal de AE 
gerado pelo núcleo de f. 


Dados x,y € AF, ponhamos [x,y] = x^Ay—y^zx. Prove que, para 
quaisquer x,y,z € AE, temos [[x,y], z] = 0. 


n 
Seja 2, aja” = 6º (i = 1,...,m) um sistema de m equações li- 
j=l 
incógni 1 n, Sej l d 
neares nas n incógnitas x,...,x”. Sejam ay,...,Q@p as colunas da 


matriz a = (ai). Suponha que todos os subdeterminantes menores 
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22. 


23. 


24. 


25. 


de ordem > p de a são nulos mas a; A Ac + 0. Prove que o 
sistema tem solução se, e somente se, a] A+- A Qp A ó = 0, onde 


BE, os). 
á 
Dado 04 z € AE, seja S, = {v E€ E; vAz=0}. 
(Vide Exercício 14.) Se v1,..., Us são vetores linearmente indepen- 
dentes em S, então existe y € "NE tal que z =y AV A AUs. 


Seja z = z A z em AE. Se z e x são decomponíveis, então existe y’ 
decomponível tal que z = 2 Ay. 


Se z € AE é decomponivel então S, = M,. (Vide Exercício 22 e 

Exercício 7 do Capítulo 5.) Prove que, dado z = e; A ea + ea ^ eq 
2 

em AR, temos S, = 0 e M, = Rt. Mostre que, em geral, vale a 

inclusão S, C M,. 


r 
Sejam x,y € AE decomponiveis. A fim de que a soma x + y seja 
ainda decomponível é necessário e suficiente que dim(M, N M4) > 
peil; 


9 


Produto Interno de r-vetores 


Um produto interno num espaço vetorial E é uma forma bilinear (cujo 
valor num par de vetores u,v € E indicaremos pelo símbolo (wu, v)), a 
qual é simétrica e positiva, isto é, (u,v) = (v,u) para quaisquer u,v € E 
e (u,u,) > 0 quando 0 # u € E. 

O isomorfismo La(E;R) = L(E; E*), estabelecido na Proposição 1, 
Capítulo 2, faz corresponder a cada produto interno (, ) em E uma 
transformação linear é: E — E*. Explicitamente, para cada u € E, 
E(u) € E* é o funcional linear tal que é(u)-v = (u,v), v € E arbitrário. A 
positividade do produto interno implica, em particular, que €: E > E* é 
um isomorfismo, chamado o isomorfismo canônico associado ao produto 
interno (, ). 

Seja então E um espaço vetorial munido de produto interno. Mos- 


traremos como, a partir daí, se pode definir um produto interno em cada 


r 
espaço AE. Com isto em mente, fixemos o inteiro r > 0 e consideremos 
a forma 2r-linear f: E x --- x E — R, definida por 


fa. Ur, Vigoss 5 Up) = det( (u;i, vj) ). 
Como o determinante de uma matriz é uma função multilinear alternada 
das linhas e das colunas dessa matriz, segue-se que f € A, »(E;R), isto é, 


f é alternada nos u’s e nos v's separadamente. (Vide início do Capítulo 
8.) Então f induz uma forma bilinear 


(,): AExXAE >R, 
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caracterizada por 
(uy A+++ A Up, U1 A+++ A Up) = det((u;, v;)) 


para quaisquer U1,...,Up,U1,--.,Upr E E. 

Esta forma é evidentemente simétrica. Para provar que se trata 
de um produto interno em AE, resta mostrar que ela é positiva. Isto 
equivale a provar que o determinante det((u;,u;)), conhecido como o 
Gramiano dos vetores w,...,Ur, é sempre > 0 e só se anula quando 
os vetores u; são linearmente dependentes. Estes fatos vão resultar da 
nossa discussão. Raciocinaremos indiretamente, do modo seguinte. 

Seja (e1,...,em) uma base ortonormal de E. Ela determina uma 


base de AE, a qual consiste nos r-vetores e ey = e; A-:-Ae;,, onde J = 
{ji < +++ < jr} percorre todos os subconjuntos de Im com r elementos. 
Dado o subconjunto K = {ki < --- < kr}, temos ex = eg AA eg, ©, 
por definição: 


(ejz, ex) = det((ej,ex)), ged, KER. 


Se for K # J existirá um ko É J, de modo que (ej, ex) = O para 
todo j € J. Então (e7, ex) = 0 porque se trata de um determinante com 
uma coluna nula. Por outro lado, é claro que (e7,e7) = 1 para todo J. 


3 

Por conseguinte, a base (e 1, em AE é “ortonormal” relativamente à 
, J) ICIm 

forma bilinear ( , ). Isto acarreta imediatamente por ( , ) é uma forma 

positiva, conforme veremos agora. 


Com efeito, dados x = > ¿ej ey =>) n* ex em AE, a “ortonorma- 
J K 
lidade” da base (ey) implica que se tem (x,y) = 5) £77’. Em particular, 
J 


(x, x) = > (£7)2, donde (x, x) > 0 para todo x € AE e (x, £} = 0 se, e 
J 
somente se, x = 0. 


Fica assim constatado que o que definimos foi de fato um produto 
T 
interno em AE. Em particular, são válidas as propriedades do determi- 
nante Gramiano acima mencionadas. Observemos que, para r = 2, a 
positividade do determinante Gramiano dos vetores u,v € E se exprime 
2 ! 
por (u, v)“ < (u,u)-(v,v) (com igualdade valendo apenas se u e v forem 
linearmente dependentes). Esta é a desigualdade de Cauchy-Schwarz. 
A interpretação do Gramiano dentro do contexto de produto interno em 


r 
AF tem também a seguinte aplicação. 
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Proposição 1 — (Identidade de Lagrange.) Seja a uma ma- 
trizm xr comm > r. Indicando com ta a matriz transposta de a, 
temos 


det('a -a) = 5. det(a”)? 
J 


onde a soma se estende a todos os subconjuntos J C Im com r elementos, 

eo! é amatrizr xr obtida de a escolhendo-se as r linhas cujos índices 

pertencem a J. 

Demonstração: A identidade de Lagrange resulta de calcularmos o 
r 

quadrado da norma de um r-vetor decomponivel uj A ---NA Up E AE 


r 
primeiro a partir da definição do produto interno em AE e depois em 
termos de suas coordenadas relativamente a uma base ortonormal. Com 
efeito, seja (e1, ..., €m) uma base ortonormal em E. Dados os vetores 


= 5 a — 5 l i 
ui = Oy Ci, cs Ur = Q, Ci 
i i 


as coordenadas de cada um dos quais formam uma coluna da matriz 
= (ni 
a = (a4) E€ M(m xr), temos 


Isto significa que a matriz ((u;, u;)), de tipo r x r, é o produto ‘a-a, 
da transposta “a pela matriz a. Por outro lado, o r-vetor uy A+++ A Ur 


á 
se exprime em relação à base ortonormal (ey) de AE como 


us Ac A Ur = > det(a” ey. 
J 


Por conseguinte, podemos escrever: 


det(*a - a) = det((u;,uj)) = [uy Airc Au? = S det(a?)2, 
J 


Observação: Quando m > r, o determinante da matriz a - ta é 


sempre zero. (Ou, equivalentemente, se a e M(m xr) em < r então 
det('a - a) = 0.) Com efeito, se a E€ M(m x r) então a -ta é matriz 
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de uma transformação linear composta IR” > R” — IR”. a qual nunca 
pode ser injetiva pois, sendo m > r, a primeira aplicação R™ — R” ja 
não é injetiva. Em outras palavras, o processo ‘a - a faz passar de uma 
matriz m xr para uma matriz quadrada r xr. Quando r > m isto daria 
uma matriz maior do que a original. Seria muito otimismo esperar que 
este produto inflacionado fosse não degenerado... 

Agora uma justificativa para a definição que demos para o produto 
interno em AE. Por que o determinante? A definição dada é natu- 
ral se a encaramos assim: ao produto interno de E está associado um 
isomorfismo canônico €: E — E*, o qual induz uma transformação 
linear (na realidade, um isomorfismo) AE: AE= AE", definido por 
AE (uy Acc Aur) = Elu) A+++ A E(u,). Identificando AE* com o espaço 
dual de AE, vemos que existe uma única forma bilinear y em AE tal 
que p(x,y) = E(x) -y para quaisquer x,y € AE. A forma y fica de- 
terminada pelos valores que assume nos vetores decomponíveis. Ora, 
temos 


plur A+++ A Up, Ua A+++ A Up) 


= AE(U A+++ Aur) (VIA AD) 
= (€(u1) A+++ A€(ur)) (01 Airne Avr) 
= det(£(u;) : vj) = det ((uj, v;)). 


Então y coincide com o produto interno que definimos em AE. A razão 
pela qual o definimos assim é pois: era a única maneira de fazer com 
que o isomorfismo canônico AE LAE — (AE)”, a ele associado, fosse 
induzido (na forma do Capítulo 7) pelo isomorfismo canônico £: E — 
E*, associado ao produto interno original de E. 

O comprimento de um r-vetor decomponível ui A -+ A up pode ser 
interpretado como o volume de um paralelepípedo, como veremos agora. 

Seja E um espaço vetorial com produto interno. O paralelepípe- 
do gerado por r vetores linearmente independentes u1,..., Uur E E é o 
conjunto de todas as combinações lineares tyuy +touo +--+ trur, onde 
0<t;<1,i=1,2,...,7. Ele será indicado pela notação [u1,..., Ur]. 

A i-ésima altura do paralelepípedo [u1,..., Ur] é o vetor hi, 
pertencente ao subespaço gerado por u1,..., ur, que é, naquele subes- 
paço, a projeção ortogonal do vetor u; sobre o eixo perpendicular a 
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UM, cs Ui—1; Uj41,---,U,y. À i-ésima altura h; é caracterizada pelas se- 
guintes propriedades: 


a) x; = wu; — hy é uma combinação linear de u1,...,Ui—1, 
Ui+l;- -3 Ur. 
b) h; é perpendicular a todos os uj, j Æ i. 


A condição a) pode ser expressa pela relação x; A (uy A “ce A ia A 
Wigi A+++ A Ur) = 0. 


u 


| Subespaco gerado por 


Uy Seol jy, U 


itor 


A i-ésima altura h; 


Definiremos o volume (r-dimensional) de um paralelepípedo 
[u1,..., Ur] por indução. Em primeiro lugar, vol[u] = |u| para cada 
vetor u € E. Supondo que vol[w,...,ur-1] já foi definido para todo 
conjunto de r — 1 vetores linearmente independentes em E, pomos 


vol[uy, meoin , Ur] F |hi| i volļ[u1, cc Ui—1, Ui , Ur], 


onde h; é a i-ésima altura do paralelepípedo [u1,..., ur]. Devemos provar 
que a definição acima não depende da altura escolhida, isto é, que para 
todo i € J, o segundo membro da igualdade acima tem o mesmo valor. 
Isto decorre da proposição seguinte. 


Proposição 2. Sejam u1,..., Urp vetores linearmente independentes 
num espaço vetorial E, com produto interno. Então vol[uy,...,ur] = 
lua Av A us] = y/det( (ui, uz). 

Demonstração: Em primeiro lugar, mostraremos que se cada um dos 
vetores u1,...,Ur for perpendicular a cada um dos vetores v1,...,Us, 
então 


Jur Avs? AUp Ai A+++ A Us| = [ur Airc A us] + Aire Av. 
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Com efeito, neste caso, temos 


Ju Acc AU Av] A+++ A Us| = det a ma 


= jui Airc A ur] RA rr A Wiel: 


Em seguida observamos que, escrevendo u; = hj + xi, onde x; A (u1 A 
cc AU Aug Ac Aur) = 0 e hy é perpendicular a cada uj com j sé i, 
obtemos 


Jur A+++ A Up] = la A+++ A (hg t zi) A+++ Au 
= lay Nae A mr A hi A uipi Ae A ur] 
= [ul fui Acc A ta A uiga A es A url. 


A Proposição 2 resulta por indução. 


Corolário. Seja (e1,...,em) uma base ortonormal em E. Dados os 
vetores uy = > aĵ ei, ..., Ur = > akei, temos 
i 


vol[u1,..., Ur] = na det(a?)2, 
J 


onde a = (a) é a matriz m xr das coordenadas dos vetores uj e a! des- 
creve a coleção das submatrizes rxr de a. Em particular, quando m =r, 
o volume do paralelepípedo |u1,..., Um] é o valor absoluto | det(a)| do 
determinante da sua matriz de coordenadas. 


Isto se segue da identidade de Lagrange. 
Estenderemos a definição de volume de um paralelepípedo pondo 


vol[ui,..., ur] = O quando u1,..., Urp forem linearmente dependentes. 
Isto é compatível com o fato de que, neste caso, uy A ---Aur = 0. Assim, 
teremos sempre vol[uj,..., ur] = [u1 A---Au,|, quer os vetores u1,..., Ur 


sejam independentes ou não. 

Casos particulares de paralelepípedos são segmentos (r = 1), para- 
lelogramos (r = 2) e paralelepípedos do espaço usual (r = 3). 

Convém observar que o vol[u,...,ur| conforme definimos é o vo- 
lume r-dimensional. Assim, por exemplo, se u,v € R? forem valores 
linearmente independentes, tem-se vollu, v] > 0. Isto significa que u e v 
definem um paralelogramo não-degenerado em R3, cuja área, vol[u, v], é 
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positiva. Por outro lado, se u, v, w € R? forem linearmente dependentes, 
então o conjunto [u,v,w] = [tiu + tav + tzw; 0 < ty,to,ts,< 1} é um 
paralelepípedo degenerado, ou seja, reduz-se a um polígono plano, um 
segmento de reta ou a um ponto. Logo, neste caso, vol[u,v,w| = 0 
(volume 3-dimensional). 

No tratamento clássico do Cálculo Vetorial em R? e R, define-se 
um vetor (livre) como uma “classe de equivalência” de segmentos ori- 
entados. Os r-vetores decomponíveis de um espaço vetorial Æ, munido 
de produto interno, também podem ser definidos geometricamente, cada 


um deles sendo a classe de equipolência de uma sequência (w1,...,ur) de 
r vetores linearmente independentes em E. Duas sequências (ui, ..., Ur) 
e (v1,...,vr) são equipolentes quando cumprem as seguintes condições: 


1) Elas geram o mesmo subespaço r-dimensional em E. 
2) Os paralelepípedos [w1,..., ur] e [v1,...,vr] têm o mesmo volume. 


3) As duas seqiiéncias estão “igualmente orientadas”, isto é, se uj = 


ro. : 
atv; (j =1,...,7r) então det(a!) > 0. 
ad j 


A condição (1) significa que ug Ac- A Ur = @- U1 AA Auw. À 
condição (2), acrescentada a (1), fornece a = +1, ou seja uy A++- A Ur = 
+v A++- Av. À condição (3), finalmente, exclui o sinal — e dá a 
igualdade u1 A+++ A Up = Uy A+++ A Up. 

Ao contrário, porém, do cálculo vetorial uni-dimensional, não existe 
uma definição geométrica da soma de dois r-vetores decomponíveis. Me- 
lhor dizendo: como a soma de dois r-vetores decomponíveis não é, em 
geral, decomponível, não é possível desenvolver o cálculo de r-vetores 
numa linha puramente geométrica, a partir da definição acima, como 
se faz para 1-vetores. Esta dificuldade talvez justifique a obscuridade 
em que permaneceu a obra de Grassmann durante meio século, até ser 
redescoberta por E. Cartan. 


Exercícios 


1. Seja E um espaço vetorial com produto interno. Prove que, se 


w € AE for decomponível então, para cada z € AE tem-se JwAz| < 
lw]; [al. 
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2. Mostre que se (e1,...,e6) é a base canônica de RË, tomando w = 
> aijei A e; com todos os aj; = 1, salvo ais = a4g = —1, tem-se 
i<j 


|w A w| = 252, |w|? = 15. Logo, a hipótese de w decomponível é 
necessária no Exercício 1. 


3. Dada uma base ortonormal € = (e1,...,em) em E, sejam vı = 


5. ajei,..-,Um =D amei m vetores linearmente independentes e 
i i 
seja a=(a‘.) a matriz de suas coordenadas. Então vollv,...,Um]= 


| det[v1,...,Um]| = | det(a)]. 


4. Seja T: E — E um endomorfismo linear num espaço E com pro- 

duto interno. Então, para cada paralelepípedo [v1,..., Um], tem-se 
vol[7 - v1,..., T -vm]/ volju,..., um] = | det(T)|. 

5. Num espaço vetorial E sem produto interno, não tem sentido falar 

em volume de um paralelepípedo, mas existe a noção de “razão 


entre os volumes” de dois paralelepípedos m-dimensionais, onde 
m = dim É, a qual representaremos pelo símbolo 


vol|vi, .. . Um]/ volļur, a =; Uml. 
Defina esta noção e prove que 
(vol[wi,...,Wm]/vol[v1,..-,Um])-(vollu1,...,Um]/ vol[ui,...,Um]) 
= vol[un, .. ., tUn]/ volļlur, . . .; Um]. 


Conclua que o exercício anterior faz sentido e é verdadeiro mesmo 
quando E não possui produto interno. 


6. Seja 7: E — E uma projeção ortogonal. Dados y1,...,Ys, po- 
nha y) = Tica = T- Ys. Prove que vollyi,... y] < 
volly,...,Ys|, valendo a igualdade somente quando y; = y; para 
cadai=1,...,s. 


7. Com a notação do exercício anterior, ponha y = y Ac: A Ys, 
y = y4 N Ayi e tome x =2x,/A---Az,, onde 21,..., £r pertencem 
ao núcleo da projeção 7. Prove que xAy =zAy. 


8. Dados x = z1 A++- A £r e€ y =y ^t Ay com z Ay 4 0, prove 
que |x A y| = |x| - |y| se, e somente se, cada x; é perpendicular a 
cada y;. (Use os dois exercícios anteriores.) 


10 
Orientação 


Neste capítulo, a notação E indicará um espaço vetorial de dimensão 
>0. 

Seja B o conjunto das bases ordenadas € = (€1,..., em) de um espaço 
vetorial E. Dadas E€, F pertencentes a B, diremos que estas bases são 
igualmente orientadas quando a matriz de passagem de € para F tiver 
determinante positivo. 

Se E = (e1,...,€m) € F = (fi,---,; fm), então a matriz de passagem 
de € para F é a matriz À = (Aż), de tipo m x m, definida pelas relações 


m . 
fj = X Mei (j=1,...,;m). Assim, E e F são igualmente orientadas se, 
i=1 


e somente se, det(X,) > 0. 

A relação “E e F são igualmente orientadas” é uma relação de equi- 
valência em B. Com efeito, se indicarmos com M(E; F) a matriz de 
passagem da base € para a base F, as propriedades reflexiva, transitiva 
e simétrica dessa relação decorrem imediatamente dos seguintes fatos a 
respeito da matriz da passagem, os quais podem ser facilmente consta- 
tados pelo leitor: 


(a) M(€;€) = matriz identidade m x m; 
(b) M(E;G) = M(E; PF): M(F; G); 
(c) M(E; F) = M(F; E). 


Fixemos uma base ordenada € = (e1,...,€m) em E e escrevamos 
E = (-e1,e2,...,em). A matriz de passagem de € para € tem a forma 
M(E,€) = diag(—1,1,...,1). Temos M(E;F) = M(E;E) - M(E; F), 
logo a matriz de passagem M(E; F) difere de M(E; F) pela troca dos 
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sinais dos elementos da primeira linha. Em particular, det[M (E; F)] = 
— detiM (E; F)]. Resumindo: uma base ordenada F, ou é equivalente a 


€ oua E. Isto prova a 


Proposição 1. Em todo espaço vetorial, a relação “E e F são igual- 
mente orientadas” determina duas classes de equivalência no conjunto 
das bases ordenadas. 


Cada uma das classes de equivalência acima é chamada uma ori- 
entação do espaço vetorial E. 

Portanto, uma orientação de um espaço vetorial E é uma coleção O 
de bases ordenadas de E com as seguintes propriedades: 


1) Se (e1,...,€m) € Óe (fi,-.., fm) E O com fj = > Nei Gs 
1,...,m), entao det(A‘) 2 0. 


2) Se G = (ga, ...,9m) é uma base ordenada que não pertence a O 
então, para cada € € O, a matriz de passagem M(E;G) tem de- 
terminante negativo. 


Existem duas orientações possíveis em cada espaço vetorial E. 

Um espaço vetorial orientado é um espaço vetorial E no qual uma 
das suas orientações foi escolhida como a favorita. Mais precisamente, é 
um par (E, ©) onde Ó é uma orientação no espaço vetorial E. 

Num espaço vetorial orientado (E, O), as bases ordenadas que per- 
tencem à orientação O chamam-se positivas. As outras são chamadas 
negativas. Evidentemente, dada uma base ordenada € em E, existe uma 
única orientação determinada pela base €. 

O espaço euclidiano R” possui uma orientação canônica, a 
saber, a que é determinada pela base canônica (e1,..., €m), com ey = 
(1,0,...,0),...,€m = (0, ...,0, 1), nesta ordem. 

Estas definições são motivadas pela seguinte proposição de Topolo- 
gia, que não demonstraremos aqui. 


Proposição 2. Sejam E = (es,...,em) e F = (fi,---,fm) bases 
ordenadas do espaço R™. A fim de que a matriz de passagem de E 
para F tenha determinante positivo é necessário a suficiente que exis- 
tam m aplicações contínuas gi: [0,1] — R” tais que, para cada t € 
[0,1], (gi(t),..-,gm(t)) seja uma base ordenada de R” e, para cada 
i = 1,...,m, se tenha g;(0) = ei, gi(1) = fi. (V. “Curso de Análise”, 
vol. 2, apêndice ao §10 do Cap. VII.) 
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Em outras palavras, € e F são igualmente orientadas se, e somente 
se, é possível deformar continuamente € em F, na unidade de tempo, 
de maneira que, em todo instante da deformação, os vetores em questão 
não deixem de constituir uma base de IR”. 


Quando dim E = 1, uma base de E é simplesmente um vetor não- 
nulo. Dadas duas dessas bases, digamos u,v, tem-se u = ÀA-v onde 
OAXER. Os vetores u,v € E — {0} são igualmente orientados ou não, 
conforme seja À > 0 ou À < 0. No caso presente, E é homeomorfo a R e 
uma orientação de E é uma das duas componentes conexas de E — {0}. 
Quando se tem E = R, a orientação canônica consiste em tomar os 
números reais positivos como os “vetores positivos”. Para um espaço 
E arbitrário de dimensão 1 não existe um meio de distinguir uma das 
componentes conexas de E — {0} como privilegiada. Escolher uma delas, 
ou seja, escolher um vetor não-nulo v € E, significa orientar o espaço E. 
Quando o espaço vetorial Æ, de dimensão 1, possui um produto interno 
existem exatamente dois vetores de comprimento 1 em E. Orientar E 
corresponde a escolher um desses vetores como positivo. 


Se dim E = m, então dim AE = 1. Os elementos não-nulos de AE 


são os produtos exteriores e; A --- A em onde (e1,...,em) é uma base 
ordenada de E. Dados dois deles, temos f1, \---A fm = 8- (e1^ ^em), 
onde ó é o determinante da matriz de passagem de € = (e1,...,em) para 
F= (fi, fm). 


Portanto as bases € e F são igualmente orientadas se, e somente 
se, fi A++- A fm é um múltiplo positivo de e A --- A em no espaço 
unidimensional AE. Em outras palavras, orientar E é o mesmo que 
orientar AB. Quando E é orientado e possui um produto interno, existe 
um único m-vetor positivo e € AE , de comprimento 1. Para toda base 
ortonormal positiva (e1,...,em) em E tem-se e = e A-:-Aem. O 
m-vetor e determina a orientação do espaço E. 


Num espaço vetorial orientado E, de dimensão m, uma forma exte- 
rior w de grau m chama-se uma forma positiva quando w(e1,...,em) > 0 
para alguma base positiva (e1,...,em) em E. Neste caso, para qual- 
quer outra base ordenada F = (fi,...,fm), temos w(fi,...,fm) = 
det(A) - (e1,..., em), onde À é a matriz de passagem de € para F. Então 
w assumirá valores positivos em todas as bases positivas de E. (Evi- 
dentemente, w(v1,..., Um) = 0 se (v1,..., Um) não for uma base.) Uma 


m 
forma m-linear alternada w € AE“ será chamada uma forma negativa 
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quando assumir um valor negativo numa (e portanto em qualquer) base 
positiva de E. 
Por meio da noção de forma positiva, vemos que uma orientação 


m 
em E determina uma orientação em AE” (m = dim E) e portanto em 


E*. Reciprocamente, dada uma orientação em E* (e portanto em AE"), 
fica definida uma orientação em FE segundo a qual as bases positivas 
(e1,..., em) são aquelas tais que w(e1,...,em) > O para toda w > 0 em 
AE". 

Note-se, entretanto, que uma orientação em E não determina uma 
orientação em AE paral<r<m. 

Um exemplo particularmente importante de forma exterior positiva 
é o elemento de volume, que apresentaremos agora. 

Para definir a forma elemento de volume, necessitamos tomar um 
espaço vetorial orientado E, munido de produto interno. Sejam = 


mMm 
dim E. O elemento de volume de E é a forma o € AE* que na seqüência 
de vetores u1,..., Um E E assume o valor 


oa(u; üm) = vol oi; veem] 


= +|u1 Aco A Um | = +4/det( (ui, u;)). 


O sinal deve ser positivo se (w1,..., Um) for uma base positiva de E e 
negativo em caso contrário. Se u1,...,Um forem linearmente dependen- 
tes, então o(u1,..., Um) = 0, evidentemente. O número o(uj,...,Um) 
chama-se o volume orientado do paralelepípedo [u1,..., Um]. 

Nenhuma das expressões acima deixa claro que o(u1,...,Um) de- 
pende linearmente de cada u; (embora seja óbvio que 
o(w,...,Um) = 0 se uj = uj para algum i sé j). 

Para provar que o é, de fato, uma forma m-linear (alternada), to- 
memos uma base ortonormal positiva (ey,...,em) em E e escrevamos 


m . . 
Us dy ae (j =1,...,m). A matriz a = (aj) é tal que ((u1, u;)) 
i= 


t 


a-a, de modo que det((u;, u;)) = [det(a)]?. Portanto [o(u1,...,Um)]? 
[det(a)]?. Daí: 

o(u1,...,Um) = det(a). 
já que det(a) > 0 ou det(a) < 0 conforme a base ordenada (w1,..., Um) 
seja positiva ou negativa. Como det(a) é uma função m-linear alter- 
nada das colunas da matriz a (cada uma das quais é formada pelas 
coordenadas de um vetor uj), concluimos que o € Am (FE; R). 
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Evidentemente, se trocarmos a orientação de E (mantendo o mesmo 
produto interno) o novo elemento de volume será —o. 
A última expressão obtida para a forma elemento de volume mostra 


que se (e1,...,em) é uma base ortonormal positiva de E então, para 
quaisquer u1,...,Um E E, tem-se 

o(ui,..., Um): €1 NA er A em = U1 A cr A thas 
ou seja 

lulas Um) = (U1 A A Um, éa Nice A em); 


onde fazemos uso do produto interno induzido em AE , segundo o qual 
le A+: A Em] = 1. 

Qualquer das igualdades acima poderia ter sido adotada como de- 
finição do elemento de volume o. 

Usaremos o elemento de volume para definir um isomorfismo 
entre r-vetores e (m — r)-vetores num espaço vetorial E orientado, 
m-dimensional, com produto interno. 


m—r 
Para cada r = 1,...,m, A E herda um produto interno de E. 
Existe uma única transformação linear 


D:NE>"A E 
tal que, para quaisquer U1,...,Uy,U1,---,Um—r E E, tem-se: 
(D(u1 A ee + Aur), A SA ça) = OQ, cars BOT ce Um): 
A unicidade de D é imediata: conhecendo o produto interno do 


(m — r)-vetor D(u, A++- A ur) por cada (m — r)-vetor decomponivel, 


fica determinado seu produto interno por cada z € TA Ee portanto 
D(uz A cc A ur) é univocamente caracterizado pela relação acima. Por 
outro lado, conhecendo-se o valor da transformação linear E em cada 
r-vetor decomponível u A --- Au, (caso D exista) ela fica inteiramente 
determinada. 

Para provar a existência de uma D satisfazendo a relação acima, 
basta tomar a imagem do elemento de volume o € An(E;R) pela 
aplicação composta: 


Am (E;R) CA m-r(E;R) = L(AE;LÇA E;R)) 
=£L(hE;(A E)*) © L(AE; À E) 


80 Álgebra Exterior 


onde a última aplicação é induzida pelo isomorfismo (CA "E)* = AE 5 
definido pelo produto interno entre (m — r)-vetores. E fácil verificar 


que a aplicação linear composta An(E;R) = L(AE; “a E) (a qual é 


injetiva) transforma o E€ Am(E;R) numa D € L(AE f “a "E) que satisfaz 
a condição estipulada. 


a mr 
Vamos mostrar que a transformação linear D: AE > A E é um 
isomorfismo e, na realidade, uma isometria relativamente aos produtos 


internos dos espaços AEe A E. 

Para isto, seja E = (e1,...,em) uma base ortonormal positiva em E. 
Dado J = {j1 < +- < jr} C Im, indiquemos com J’ = {jj <--- < 
Jin-ry O seu complementar em Im e escrevamos ey = e; Ac A egj,; 
ey = ej N Neg ,e=e A: Nem. Temos ez ^ep = e( J) ce; 
com e(J) = +1. (Na realidade e(J) = (—1)?, onde p é o número de 
pares (j,7’) com j € J, j € J’ e j’ < j.) Para cada subconjunto 
K=(h<--<km-ryjC Im, seja ex = eg A A Ek, Segue-se da 
definição de o, e da igualdade que define D, que: 


ape = Geist Cas E ar NEK eN: 


Logo 
0, se K + J' 
(D -eJ,ek) = 7 r 
e(J) se K=J. 
Como a base (ey) de TA E é ortonormal, concluimos que D -ejz = 
e(J) CT! a 


r m= 
Segue-se que D: AE > A E é um isomorfismo. Mais do que isto, 


r 
D é uma isometria, pois transforma a base ortonormal (ey) de AE na 


base ortonormal (e(J) - ej) de "N E. 

D é chamado o isomorfismo de dualidade. 

Sejam agora u1,..., Ur quaisquer r vetores linearmente independen- 
tes em E. Tomemos uma base ortonormal (ey,...,er) para o subes- 
paço gerado pelos u; e estendâmo-la a uma base ortonormal positiva 
(e1,...,€r,er41,---,em) do espaço E. (Se for r = m, tomemos a base 
(e1,...,€r) já positiva.) Então, para algum a € R, temos uy A -:-Au, = 
a- (e1 A::: Aer). Como D é linear, segue-se que 


D (w Ao Aur) =a- Ds (apa AG) =a: (ea ^ Aem) (é) 
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Vemos desta maneira que o isomorfismo de dualidade 
T mr 
D: \E> AE 


transforma r-vetores decomponiveis em (m — r)-vetores decomponiveis. 
Em particular, como cada 1-vetor é obviamente decomponivel e D é 

sobrejetivo, concluimos que todo (m — 1)-vetor num espaço vetorial E de 

dimensão m é decomponível. (Dado E arbitrário, fixe uma orientação e 

um produto interno em E, a partir dos quais defina D.) 

Observação: Como (7) = ("7"), os espaços vetoriais AE e A E têm 

a mesma dimensão e portanto são isomorfos. Isto é um fato trivial. A 


T m—r 
importância do isomorfismo de dualidade D: AE > A E está em suas 
propriedades intrinsecas, tanto algébricas como geométricas, deduzidas 
a partir da relação fundamental 


(Dig As A Up), 04 At A Ging) = o (U1, Ur, U1; es Um): 
Podemos resumir as propriedades mais importantes do isomorfismo 
de dualidade na proposicao seguinte. 


Proposição 3. Seja E um espaço vetorial m-dimensional, orientado e 
provido de um produto interno. Existe, para cada inteiro r € Im, um 


r m—r 
único isomorfismo D: AE > A E com as seguintes propriedades: 
r 
DO) Para cada r-vetor decomponível um A: - -^ur E AE, D(u1^ --Aur) = 
vi Ac AUm—r é também decomponível; 


D1) O subespaço de E gerado por v1,...,Um-r é 0 complemento orto- 
gonal do subespaço gerado por w1,..., Ur; 


D2) (w,...;Um,v1,.-.,Um-r) é uma base positiva de E; 


D3) [v1 AA Um-r| = [u1 Ac A up|. (Isto é, os paralelepípedos 
[U1,---;Um-—r] e [m,..., Ur] têm o mesmo volume.) 


Demonstração: Verifiquemos a unicidade primeiro. Se uma trans- 
r m—r 
formação linear D: AE > A Etem as propriedades acima, então, para 


Tr 
cada r-vetor decomponivel u1 A ---Aur E AF, o valor D(uj A -:-Aur) = 
v1 Ac: A Um-r está, em virtude de D1), determinado a menos de um 
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fator escalar. Por D3), este fator escalar é +1. Finalmente, D2) eli- 
mina a ambiguidade entre +1 e —1 pois define o “sinal” do m-vetor 
ul Acc AU AVI A+++ A Um-_r: 

Assim duas transformações lineares que cumpram as propriedades acima 
coincidem nos r-vetores decomponíveis e portanto são iguais. Isto prova 
a unicidade. Quanto à existência, já possuimos o isomorfismo D. Resta- 
nos apenas verificar que ele satisfaz essas condições. DO) é óbvia. D1) é 
consequência imediata da igualdade (*) acima. D2) segue-se de 


O (Wig ass Ur, Ola is Um-r) = (D(u1 A- Aur), Ua A+ A One) 


= |v AA Um) > 0. 


Finalmente, D3) decorre de ser D uma isometria. 


ta mF 
Observações: 1) O isomorfismo de dualidade D: AE > A E é ás 
vezes chamado “operação estrela” e escreve-se 


D(u A+++ A Up) = (ur A+++ Au). 


r m—r 
2) Uma notação mais precisa é D,: AE > A E. Ela deve ser usada 
sempre que for necessário explicitar o grau r. Sem esta notação, não 
seria possível enunciar a propriedade: 


(D)! — (1 Dj 


Para verificar isto, basta tomar uma base ortonormal positiva em E e 
notar que 


mm E Ae Se mm 
=e(J)-e(J') -ey 


para cada elemento básico ey € AE. Mas elo) =(=1)""-e(/), donde 
e(J)-e(J’) = (—1)”6”-”), Logo Dm_r 0 D, coincide com (—1)”6”””)p,. 
Consideremos o caso especial r = m — 1. Obtemos uma isometria 
m-—l 
D: A EOE. 
-1 
Compondo D com qualquer produto exterior A: E x ix E > TA E 


obtemos uma aplicação (m — 1)-linear alternada 


x:Ex---xE>E, 
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que chamaremos o produto vetorial. (Note-se que para definir o produto 
vetorial x = Do foram utilizados o produto interno e a orientação de 
E.) Escreveremos 


Eliane) Sh Ke Unai; 


de modo que u1 x ---Xum- = D(u A:--Aum-1) € E, para quaisquer 
um,..sUm1 E€ E. A aplicação x: E x --- x E > E goza das proprie- 
dades de um produto exterior de grau m — 1. Podemos caracterizar o 
produto vetorial v = u1 X--- X Um—1 de m — 1 vetores em E por meio 
das seguintes propriedades: 


1) v é ortogonal ao subespaço gerado por u1, ..., Um; 

2) Se u1,...,Um—1 forem linearmente dependentes, então v = 0. Do 
contrário (u1,...,Um—1) é uma base positiva de E. 

3) [v] = [uy A++- A um—| = volume[(m — 1)-dimensional] do paralele- 
pípedo gerado por wj,...,Um—1- 


A propriedade 1) determina o eixo onde v está situado; 2) diz de 
qual lado do zero v se coloca nesse eixo; 3) diz o comprimento de v e 
portanto a locação exata de v no eixo. 

Em particular, decorre desta caracterização que o produto vetorial 
x = Do A não depende do produto exterior A utilizado para definí-lo. 

O produto vetorial v = u1 X--- X Um-1 Satisfaz as seguintes identi- 
dades, válidas para todo vetor x € E: 


my AA Uma A 2 = (0,2) +e, 


(0,0) = @ (iss: tigi )a 
(uv) = dete|ui;...5Um—i15 2). 
Acima E = (e1,...,@m) é qualquer base ortonormal positiva de E e 
e=e,/A:::Aem. 
Se escrevermos uj = > aye: (j = 1,..., m), concluiremos que, para 
KA 
todo x = ` x'e;, vale: 
at as alı E 
2 2 2 
m-1 7T 
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Tomemos x = e;. Indicando com a) a matriz (m — 1) x (m — 1) 
obtida de a = (aj) pela omissão da i-ésima linha, resulta 


(uy X +++ X Um-1, ei) = (-1)"** det[a®]. 


Ora, os produtos escalares de um vetor v € E pelos vetores e; são as 


coordenadas e v na base ortonormal € = (ey,...,em). Logo 
m . . 
w XX Umar = S_(-1)™* det fa] - e;. (B) 
i=1 


Em particular, para os elementos da base ortonormal positiva É: 


eax XerXeua x X €m = (DPF ej. (C) 


Qualquer das igualdades (A), (B) pode ser utilizada como definição 
do produto vetorial. Também a igualdade (C), juntamente com a exi- 
gência de que u1 X +++ X Um—1 seja uma função (m — 1)-linear alternada, 
pode ser tomada como definição. 


No caso particular clássico m = 3, o produto vetorial é uma aplicação 
bilinear R? xR? — RÌ. Para m sé 3, a aplicação bilinear alternada menos 
degenerada possível é o produto exterior R” x IR — ARM, que toma 
valores ARM = R™™-1)/2. Em resumo: dados x,y € R”, o bivetor x Ay 
só pertence a R” quando m = 3. 

Aqui fica explicado o sinal (—1)™+* (= (—1)™*) no produto veto- 
rial (vide Exemplo 1, Capitulo 5). Ele foi introduzido a fim de que 
(e1,.. se 1,1... €m, (—1)™**e;) seja uma base positiva de R”. 

Às vezes, a igualdade (B) acima se exprime como um “determinante” 
simbólico 


aj ay Da é 
2 2 2 2 
a; a al 
Uy X---Xum- = det | | 2 mal 
m m m m 
at as q e 


que deve ser desenvolvido ao longo da última coluna. 
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Exercícios 


1. Seja 0 # w E€ An(E;R), onde m = dim E. Prove que é possível 
definir um produto interno e uma orientação em E, relativamente 
aos quais w é o elemento do volume de E. 


2. Seja E um espaço vetorial de dimensão m, orientado e munido 
de um produto interno. Prove que, para quaisquer U1,...,Um-—1 € 
U1,..-;Um—1 em E, tem-se 


(uy X +++ X Um—1,U1 X +++ X Um—1) = det((u;, v;)). 


3. Seja T: E > E linear invertível, onde E é como no exercício acima. 
Prove que 


T -u1 X++ X T -um = det(T) (Ta x «+» x um) 
para quaisquer w1,...,Umn—1 E E. 


4. Com as notações dos Exercícios 7, Capitulo 5, e 14, Capitulo 8, 
prove que, num espaço vetorial orientado E, munido de um pro- 
duto interno, tem-se Sp, = (M,)! para todo z € AE. (A notacao 
S+ indica o complemento ortogonal do subespaco S C E.) 


5. Seja a uma matriz ortogonal nxn. Para cada par de subconjuntos 
I,J C {1,...,n} com r elementos, prove que det al, = + det Or, 
(Observação de Jesus Salazar.) 
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Produto Interior 


Neste capítulo, mostraremos como se pode combinar uma r-forma exte- 
T s 
rior f € AE* com um s-vetor x € AE, onde r > s, dando como resultado 
rs. 
uma (r — s)-forma exterior fLa € A E*, chamada o produto interior 
de f por x. 
. . 7 r r r—s r—s 
Fazendo as identificações AE” = (AE)* e A E*=(A E), fLz E€ 


(A E) será o funcional linear sobre A E definido pela condição: 


(fLx)-y = f(x Ay), para todo ye AE. 


Segue-se da linearidade de f e da bilinearidade do produto x A y que 


rs 
f Lx, conforme definido acima, é de fato um funcional linear sobre A E. 
Além disso, pelas mesmas razões, fLx é uma função bilinear do par 
(f,x). Foi, portanto, definida uma aplicação bilinear: 


T 8 T—sS * 
L: AE*xAE— A Et. 


Na operação f Ls, estamos usando o s-vetor x para reduzir de s 
unidades o grau da forma exterior f. Quando x € E é um simples 
vetor, fLa é uma forma de grau r — 1, que na literatura clássica era 
chamada a “derivada de f na direção de x” e indicada pela notação 
of Mais comum era fixar a base ordenada (e1,...,€m) em E e 
a (em vez de 2 se) para indicar o Baill interior f Le;, 
entao dad a “derivada areal? da ome f em relação a i-ésima 
variável. A “derivada sucessiva de ordem s”, ((fLe;)Le;...)Lei, era 


então escrever 
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oe Saal Trata-se, como veremos agora, da (r — s)- 
forma fL (ei, Ae; A++- ^ei). Com efeito, vale a seguinte 


indicada por 5 


t 
Proposição 1. Seja f € AE", zehE e y E AE, coms+t<r. Então 
(fla)Ly=fL(xAy). 


r—s—t 
Demonstração: Para todo ze A E, temos: 


[(fla)ly)-z=(fl2)-(yAz)=f(zA (yAz)) 
= f((x Ny) Az) =[fL(wAy)]-z. 


Corolário. (fLæ)Ly=(—1)*(fLy)Læ, onde s =grau de x et =grau 
de y. 


O corolário acima diz que a ordem das “derivações” é relevante. Por 
exemplo, 
of o orf 
ðxrlðr? Ox x” 
Note-se que, para r = s, tem-se fLx = f(x) € R. Também quando 
s = 0, vale fLa =q- f para qualquer escalar a € R. 
Encontra-se frequentemente a notação i(x) para representar a mul- 


S 
tiplicação interior de uma r-forma pelo s-vetor fixado x € AE. Trata-se 
da transformação linear 


ve r=s 
(x): AE* > AE“, (r>s) 


definida por i(x)-f = f Lx. Podemos interpretar i(x) como a adjunta da 
transformação linear e(x): A E> AE , que consiste na multiplicacao 
exterior à esquerda por x, isto é, e(x)- y= « Ay para todo y € "NE. 
Com efeito, e(x)*: AE" > N E* é, por definição, dada por [e(x)* f] = 
f(e(x)-y) = f(x ^y), donde e(x)*f = f Lx, para toda f € AE". 
Por conseguinte, i(x) = e(x)*. 
Observação: Quando r < s, é possível ainda obter o produto interior de 
um s-vetor x € AE por uma r-forma f € AE", dando como resultado um 


s=Pr 
(s—r)-vetor xL f € A E. Para isto não é necessário uma nova definição. 
Basta considerar o espaço vetorial F = E*, portanto F* = E. Então 
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ze AF*e fe AF. A definição anterior, aplicada neste caso, nos dá um 
(s—r)-vetor xL f € “NE, caracterizado pela relação g(xL f) = (fAg)-x 


para toda (s — r)-forma g € “A E*. O leitor encontrará também na 
literatura um “produto interior à esquerda” f 1 x, definido para f € 
AE", LE AE, r< s. Trata-se simplesmente de f 1 2 = (—1)'"6- aL f, 
onde xL f é o que acabamos de definir. Como se vê, no caso de espaços 
vetoriais de dimensão finita (única que consideramos) não há necessidade 
de introduzir outro produto interior além do que estamos estudando. 

Para melhor conhecer a atuação do produto interior, é conveniente 
examinar seus resultados nos elementos básicos. 

Sejam pois E = (ey,...,em) uma base ordenada de E e €* = 


r 
(el,...,e”) sua base dual em E*. Elas determinam nos espaços AE” 


e AE as bases constituidas respectivamente pelos produtos exteriores 
e? = eh A--- Ne, J = {j1 < < jr} C Ime ex = ep A Ae 
K = {ki < -++ < ks} C Im. Quando r = s, estas bases são duais uma 
da outra. 

A fim de determinar o produto interior e” Lex de dois elementos 


ge sS 
básicos e” € AE” e ex € AE, introduzamos uma notação. Dados os 
subconjuntos K C Im e I C Im, o símbolo ¢(K, I) representará o número 
caracterizado pela relação 


eg Ne; = e(K, 1) * €KUI- 


Segue-se que e(K,1) = 0 quando K NT 4 Ó. Quando porém for K N 
I = 0, tem-se e(K,1) = +1. Mais precisamente, neste caso teremos 
£(K, I) = (— 1)”, onde w é o número de pares ordenadas (i, k) com i € J, 
keK ei k. É fácil verificar que se K possui a elementos e I possui 
b elementos então e(K,I) = (—1)%e(I,K). Lembremos ainda que o 
símbolo e(K), introduzido no Capítulo 8 em conexão com a fórmula 
de Laplace, relaciona-se com o presente através da igualdade «(K) = 
e(K,K'), K' = I, — K. Finalmente, é óbvio que, considerando-se a 
base dual, vale ainda e* A e! = e(K, I) -exur- 


r=8 
Passemos ao cálculo do produto e” Lex € A E*. 


T—Ss 
Para cada elemento básico ey = ey Ac A e;,_, em A E, onde 
I = {i1 <> < er-s}, temos: 


(e! Lex) -e= e! (eg ^Aer)=€(K,I)- e! (exul). 
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Segue-se que o valor (e! Lex) “er do funcional linear e” Lex no vetor er 
é zero quando KUT 4 J e é igual a e(K,1) quando K UI = J. 

Ora, J, K e I possuem respectivamente r, s e r — s elementos. Logo 
KUI=Jse,esomente se K CJel=J-K. 

Consequentemente, podemos escrever: 


J 0, se KÉJ 
e Leg = J-K 
e(K,J— K). e7", se K C J. 


Vejamos o que nos dizem estas relações. 

Se K ¢ J, então e!Lex = 0. Se, porém, K C J, movemos no 
produto e” = ef! Ae? A... A eir os fatores cujos indices pertencem a K 
todos para a frente dos demais fatores, mantendo entre os e” a ordem 
crescente dos índices. Isto equivale a escrever e? = e(K, J—K)e* Ae“, 
Basta então lembrar a relação (de cancelamento): 


(e“ Ae? Leg = e *. 
A relação mais geral elLex = e(K,J — K)-e 


linearidade. 
Em particular, se jı < j2 <---< jp então: 


J-K resulta daí, por 


(ef Ne A--- Ae") Le;, 
= (—1)* te" a... A eit A ef. A... Air, 
As fórmulas acima acham-se incluidas na expressão geral do produto 


interior de uma r-forma decomponível por um s-vetor decomponivel, que 
deduziremos agora. 


Proposição 2. Dados os funcionais lineares f',..., f" € E* e os veto- 
res U1,...,Us E E, onde r > s, tem-se 
(FLA AIE Ae Ag) => T AA) £", 
J 
onde J = {j1 < ++: < js} C I, percorre todos os subconjuntos com s 


elementos, J! = Ip— J e fi =fia---A fi. 


Demonstração: Para todo (r — s)-vetor decomponível ui A -++ A Ur—s 
temos, por definição 


FEA- A fT) L (01 A+++ Avau A+++ A ups) 
=(MAASf UA Aus AU A+++ A Ups) 
= det[ ff (w;)], 
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onde wj = vj sel < j < sew; = uj—s quando s < j < r. Desenvolvendo 
o determinante acima segundo a fórmula de Laplace relativa ao conjunto 
K = {1,2...,s} das primeiras s colunas da matriz (f'(w,;)), obtemos: 


det[fi(w,)] = 5 e(J, J’) (ua Aos) f7 (ur Ac A Urs) 
J 


= [X e(J, J’) fa Aos) fm A+++ A Ups): 


J 
Assim, o primeiro e o segundo membro da igualdade que estamos que- 


Tr=s 
rendo estabelecer são funcionais lineares sobre o espaço A E que assu- 
mem o mesmo valor em todos os (r — s)-vetores decomponiveis u1 ^+- A 
Ur-s. Logo esses funcionais coincidem. 


Usaremos agora o produto interior para definir um isomorfismo en- 
tre r-vetores e (m — r)-formas num espaço vetorial m-dimensional E. 
Ele generaliza o isomorfismo de dualidade que foi estudado no fim do 
Capítulo 10, no caso em que o espaço vetorial E era orientado e munido 
de um produto interno. 

O isomorfismo que definiremos dependerá da escolha de uma base 


m 
em AE* (o que significa mais do que tomar uma orientação em E). 
m 
Fixemos então uma base e* = e! ^A- --^Ae™ em AE“, cuja base dual em 
m 
AE ée =e, ^t: A em. Como de costume, consideraremos nos espaços 


r m-r 
AE e A E" as bases correspondentes, formadas pelos produtos 
eJ = €j, Ac Ne. ef = eh A... A ef-s, 
Para cada r € Im, seja 
7 mie m 

p=: NES A E 

a transformação linear definida por 
glz) = e* Lz, 


para todo x € AE. São as seguintes as propriedades de q: 


Primeira: ọ é um isomorfismo. 
Com efeito, para cada J = {j1 < ++: < jr} C Im e J' = Im- J, 
t r 
temos (ej) = e(J, J’)-e7. Assim, y transforma uma base de AE numa 


m—r 
base de A E* e portanto é um isomorfismo. 
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Segunda: Seja E = (€1,...,€m) uma nova base ordenada de E, cuja 
base dual é € = (é!,...,@”). Comparando com a base anterior, temos 
ej = Las e; e, do ere oe -N em, E = ELA- AE”, vem E= de, 


E = Tê * onde ó = det(a ai). Se considerarmos o isomorfismo 
r m-r 
g: AE—> A E, 


definido através da nova base (isto é, P(x) = €* Lx), teremos 


Assim, uma mudança de base faz apenas com que y fique multiplicado 
por um fator escalar. 


Terceira: transforma r-vetores decomponíveis em (m — r)-formas 
decomponíveis. 

Com efeito, seja x € AE decomponível. Se for z = 0 então y(x) = 0 
é obviamente decomponivel. Se for x # 0 então x = e A AG, 
onde e1,...,6- E E são linearmente independentes e portanto fazem 
parte de uma base ordenada (@),...,€,,@r+1,---,;€m) de E. Usando o 


isomorfismo @: AE > “A E* definido através desta base, obtemos 
G(x) = P€ A ne) = tI A. Ae”, Pela propriedade anterior, 
temos 

v(x) = 6- G(x) = de HA. AE”, 


logo y(x) é decomponível. 
Como todo 1-vetor e toda 1-forma são decomponiveis, a consideração 


m—l m-1 
dos isomorfismos y1: E > A E eyma: A E— E* mostra que se 


m—1 m—1 
dim E = m então os elementos de A E*ede A E são todos decom- 
poníveis. 


Quarta: Se (ui,...,u,;) é base de um subespaço S C E então (u1 A 
Au) = fA A f, onde (f!,..., f7-") é base do anulador 
See, 
Recordemos que o anulador de um subespaço S C E é o subespaço 
S? C E* formado pelos funcionais lineares f € E* tais que f(v) = 0 para 
todo v € S. Quando dim S = r e dim E = m, tem-se dim(S°) = m — r. 
Tem-se (S°)? = S (quando se identifica (E*)* com E). 
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Dizer que (f',...,f~") é uma base do anulador S? equivale a 
dizer que S = (xe E; fl(x) =... = f™ (x) = 0), ou seja, 
que o subespaço S C E é definido “implicitamente” pelas equações 
fi(x) =0,...,f""(x) = 0. Por outro lado, dizer que (w1,..., up) é uma 
base de S significa dizer que o r-vetor uy A -:: Au, “representa” o subes- 
paço S no sentido da correspondência entre subespaços de dimensão 
r e r-vetores decomponíveis. (Vide Proposições 3 e 4, Capítulo 8.) 
Assim, o significado desta quarta propriedade é que yp estabelece uma 
correspondência (dualidade) entre os subespaços r-dimensionais de E e 
os sistemas de m — r equações lineares que definem implicitamente tais 
subespaços. 

Passemos à demonstração da quarta propriedade. 

Suponhamos primeiro que u1 A++- A^ Ur = €1 A+- ^e€r (parte da base 
usada para definir y). Então ei, ...,e,. formam uma base de S. Temos 
plu A Aur) = ple A Aer) = eTA. Ae™ onde, evidentemente, 


er... ,e” constituem uma base do anulador do subespaço gerado por 
e1,...,€r, isto é, de S. Logo a propriedade é válida neste caso. No 
caso geral, os vetores u1,..., Ur são parte de uma base (e4,...,Em). 


Como acabamos de ver, o isomorfismo ve correspondente é tal que 
Plur Acc At) = fl A---Af™™ onde (f!,..., f7-") é uma base de 
Sº. Mas (u1 A+ Aur) = SIA ca mir e CPt pend) ainda 
é, obviamente, uma base de S®. 

Quinta: Usando a mesma base com a qual definimos o isomorfismo 
Pr: AE "A "E*, e considerando E = (E*)*, fica definido o isomorfismo 

m—r T 
PYm-r: A E* — AE. Tem-se Ym-r = (ea. 


Com efeito, para cada elemento básico ey € AE , temos 
yr(ez) =e(J, JJ)” e me )=e(J', Jez. 


Logo 
Pm-rler(es)] = e(J, 3) eS’, Des = (1) es. 


Sexta: Supondo E orientado, munido de um produto interno e que a 


Z 


P m—r 
base (e1,...,em), usada para definir o isomorfismo y: AE > A E* é 
ortonormal positiva, temos 


T m—r 
D=Cop: AE>5> A E, 
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onde E é o isomorfismo de dualidade (vide fim do Capítulo 10) e 


&: “a E* >A E é o isomorfismo induzido pelo produto interno de E. 
, m—r P 

Com efeito, a base formada pelas (m — r)-formas e” em A E* é 
ortonormal e portanto E(e7) = ey . Assim sendo, para cada J C Im 


com r elementos, temos 
(€0)-e; =e(J, J’) - Ele”) =e(J, J) -ey =D-ey. 


Portanto € o y coincide com D numa base e daí £ o y = D. 


Observação: (Para os leitores que têm alguma familiaridade com To- 
pologia Algébrica.) Existe uma analogia que procede da seguinte ma- 
neira: AE & homologia r-dimensional; AE* & cohomologia de di- 
mensão r; f Ag & “cup-product” em cohomologia; fLar < “cap- 
product”; e* = el A... A e” & cociclo fundamental de uma variedade; 
Pr: AE > "A E* & dualidade de Poincaré. Na realidade, essa cor- 
respondência é mais do que uma mera analogia. As operações de que 
estamos tratando aqui, quando efetuadas com formas diferenciais numa 
variedade, e associadas ao operador fundamental de diferenciação exte- 
rior, conduzem à importante teoria da cohomologia de De Rham. 

Em alguns exercícios dos capítulos anteriores foi mencionado que a 
todo r-vetor z € AE corresponde um subespaço vetorial M, C E, que 
chamaremos agora o subespaço associado a z, o qual é caracterizado 
pelas seguintes propriedades: 


a) zE AM: 
7 
b) Se S C E é um subespaço vetorial tal que z € AS então M, C S. 


r 
Em resumo, M, é o menor subespaço vetorial de E tal que z E AM,. 
Quando z = 0, evidentemente, M, = {0}. O caso interessante é o de 


r 
z #0. Então a condição 0 sé z € AM, mostra que dim M, > r. Tem-se 
r 
dim M, = r se, e somente se, z é decomponível. Com efeito, se z € AM, 


A 
com dim M, = r então todos os elementos de AM, são decomponíveis 
e, em particular, z o é. Reciprocamente, se z = vy A-:- Av, #0 
é decomponível então o subespaço S gerado por v1,...,Ur é tal que 


zE AS, logo M, C S e portanto dim M, =r. 
Para nenhum z € AE pode-se ter dim M, = r +1. Com efeito, então 


a 
z € AM, seria um r-vetor sobre um espaço de dimensão r+1. Mas, neste 
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caso, todo r-vetor é decomponível, o que implicaria, como acabamos de 
ver, dim M, = r, uma contradição. 

A dimensão de M, chama-se o posto do r-vetor z. Como vimos, se 
z #0 então o posto de z é r se, e somente se, z for decomponivel. No 
caso de r indecomponivel, o posto de z é >r+2. 

As considerações acima se baseiam na existência do subespaço veto- 
rial M,, que ficou estabelecida em exercícios anteriores. A proposição 
seguinte dá uma caracterização de M, em termos do produto interior e 
prova, em particular, sua existência, independentemente dos exercícios. 

Por conveniência, consideraremos o caso ‘covariante”, isto é, toma- 
remos uma r-forma f € AE*. É claro que o caso “contravariante”, ou 


seja, de z € AE , segue-se daí, considerando E como o dual de E*. 
Proposição 3. Seja 0 s f € AE*. O subespaço vetorial Mp C E*, 
definido por: 
Ms ={fLz; DÊ "N E}, 
goza das propriedades seguintes: 
a) fE AMs; 
b) Se S C E* é tal que f € AS, então Mp C S. 


Demonstração: De acordo com a definição acima, Mp C E* é eviden- 
temente um subespaço vetorial, no qual fixamos uma base (el,...,eº) 


e a estendemos a uma base (e!,...,e°,...,e") de E*. Em termos da 
o 
base correspondente de AE“, a expressão de fé f = XE se”, onde 
J 
J = {j1 < “i < jr} C Im percorre todos os subconjuntos com r elemen- 


tos e e7 = e/1\--- Ae", Mostremos que, nesta expressão, tem-se €7 = 0 
sempre que o último elemento, j,, do conjunto J for maior do que s. 


E 
Isto provará que f € AM. Seja então Jo C Im um certo subconjunto 
com r elementos cujo último elemento é j, > s. Tomemos K = J — {jr}. 


r—1 
Então ex € A E e temos: 


flex = 5. +e) 


JDK 


onde a soma se estende aos J com r elementos que contém K e, para 
cada um deles, {j} = J — K. Como flex € My, devemos ter yz = 0 
sempre que j > s. Em particular, tem-se j = 0, o que demonstra a 
afirmação a). 
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r 
Para demonstrar b), seja S C E* um subespaço tal que f € AS. To- 
memos uma base (e!,...,e°) em S e a estendamos a uma base 
(et,...,e8,...,€™) de E*. A expressão de f na base correspondente 


f 
de AE" é f = See”, a soma, estendendo-se a todos os subconjuntos 
J 


J = {j1 < -++ < jr} C Im tais que jp < s. Então, para todo subconjunto 
K C Im, com r — 1 elementos, temos 


fLex = >, EJE, 


JDK 
a soma se estendendo aos subconjuntos J que contém K, sendo {j} = 
J—K. Em particular, para cada um desses K, vemos que f Lex pertence 
r—1 
a S. Como os ex formam uma base de A E*, concluimos que todas as 


=i 
formas fLax, x € "A E*, pertencem a S. Em outras palavras, Mp C S, 
o que prova b). 


Para registrar apenas, enunciemos como corolário a versão da Pro- 
posição 3 referente a r-vetores. 


Te 
Corolário. Para cada r-vetor z € AE, o subespaço vetorial M; = 


—1 r 
{zLf; fe “A E*\ C E é o menor subespaço de E tal que z E AM,. 
Proposição 4. Para toda f € AE", temos: 


(Mpº=(ve E; fLv=0}. 


Demonstração: Recorde-se que, dado um subespaço S C E*, seu anu- 
lador S° C E é definido por S? = {v € E; (v) = 0 para todo y € S}. A 
Proposição 4 resulta então da Proposição 3, já que as afirmações abaixo 
são equivalentes umas às outras: 


(1) ve(Mp)? 

aa 
xz/hv)=0 i 

(4) f(vAz)=0 para todo x € A E; 

(5) (fLe) a —0 

(6) fLv=0. 
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Na versão dual: para todo z € AE, o anulador de M, é dado por 
(MP = {f € ES zLf =O}. 


Exercicios 
1. Seja (e',...,e) a base dual de (e1,...,@m). Dadas as formas 
f= J) aie eg = 5, bje Ac? (com by = ba), prove que 
i=l ij=l 
m . 
fleg =a, egLex— >, ame. 
j=l 


2. Para toda f € AE* e todo par de bases duais (€1,...,€m) € 


m - 
(el,...,e”), prove que se tem f = - ne AA Fe: 
i= 


3. Dada T: E — F linear, indiquemos com Th: AE — AF e 
T^: A F* — AE" os homomorfismos induzidos por T nessas 


algebras de Grassmann. Prove que, para toda f € AF* e todo 
x € AE, com r > s, tem-se (Te Lea TPCT. 


” 
4. A fim de que f € AE* seja decomponivel, é necessário e suficiente 


=i 
que fA(fLa) = 0 para todo £ € A E. 


5. Seja q: AE > A E* o isomorfismo determinado por uma base 
r 
e* =e! A---Ae™ de AE“. Prove que, para todo z € AE, tem-se 
(Mga)? = Sz. (Lembramos que S, = {v € E; zAv=0).) 
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